Problemas de vectores

1.- Expresa el vector m= (1, 2, 3) como combinacion lineal de los vectores: u= (1, 0, 1),
v=(1,1,0yw=(0, 1,1).

2.- Siendo u= (1,0, 1), v=(1, 1, 0) y w= (0, 1, 1), demostrar que dichos vectores son linealmente
independientes y expresa el vector m= (1, 2, 3) como combinacién lineal de dichos vectores.

3.- Dados los vectores u= (1, 2, 3), v= (2, 1, 0) y w= (-1, —1, 0), demostrar que dichos vectores
forman una base y calcula las coordenadas del vector (1, —1, 0) respecto de dicha base.

4.-Dados los vectores: (1, 1,0),(1,0,1)y (0, 1, 1).
a) Demostrar que forman una base.
b) Hallar las coordenadas de los vectores de la base candnica respecto de esta base.

5.- Determinar el valor del parametro k para que los vectores X= ku — 2¥ + 3w ,
y=—u + kv + w sean:

a) Ortogonales.

b) Paralelos.

6.- Dados los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a), se pide:
a) Hallar para qué valores del parametro a estan alineados.

b) Hallar si existen valores de a para los cuales A, B y C son tres vértices de un paralelogramo
de area 3y, en caso afirmativo, calcularlos.

7.- Hallar dos vectores de modulo la unidad y ortogonales a (2, =2, 3) y (3, =3, 2).
8.- Hallar un vector perpendicular au = (2,3,4)y v = (—1,3,—5) Yy que sea unitario

9.- Dados los vectoresu = (1,2,3)y v=(2,0,1) ,yw = (—1,3,0) hallar:

<U
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AUV ,V-W, Uu-w,
b) UXV ,UXW, UXU, UXW,

c) (uxv)-w, @xw)-u,

d) [ul, [v], [wl,

¢) cos(w ¥) y cos (v, u)

10.- Dados los vectoresu = (3,1,—1)y v = (2,3,4) hallar:
a) Los médulos de uy v

b) El producto vectorial de Uy v

¢) Un vector unitario ortogonal a uy v



d) El area del paralelogramo que tiene por lados los vectores u y v
11.- Hallar el angulo que forman los vectores 1(1,1,—1) y ¥(2,2,1)

12.- Hallar los cosenos directores del vector 1(2,2,1) .

13.- Dados los vectores W= 3i— j+ kyB= 2i—3j+ k, hallar el producto Wx 3 y

—

comprobar que este vector es ortogonal a1 y a v. Hallar el vector ¥ x u y compararlocon u x v .

xu |

T

14.- Calcular el producto mixto: [UXV,VxW,

15.- Dados los vectores 1 (2,1,3) v(1,2,3) , y w(—1,—1,0), hallar el producto mixto
[u,v,w ]. {Cuanto vale el volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los vectores dados?

16.- Sean A(-3, 4, 0), B(3, 6, 3) y C(—1, 2, 1) los tres vértices de un triangulo. Se pide:
a) Calcular el coseno de cada uno de los tres angulos del triangulo.
b) Calcular el &rea del triangulo.

17.- Considerar la siguiente figura:

A(1,1,0) D

B(-1,-1,-1) Cc(2,2,0)
Se pide:
a) Coordenadas de D para qué ABCD sea un paralelogramo.
b) Area de este paralelogramo.
18.- Dados los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a), se pide:
a) Hallar para qué valores del parametro a estan alineados.

b) Hallar si existen valores de a para los cuales A, B y C son tres vértices de un paralelogramo
de area 3y, en caso afirmativo, calcularlos.



SOLUCIONES

1.- Expresa el vector m= (1, 2, 3) como combinacion lineal de los vectores: u= (1, 0, 1),
v=(1,1,0yw=(0, 1,1).

M= X0+ YV + 2w
1,2,3)=x{1,0,1)+y (1,1,0)+ z(0,1,1]

(1,2,3)= (x+y,y +Z2,x +2)

x+y=1

2X+2y +27=06
y+z=2 3
U X +y¥y+7=

Sumamos miembro a miembro las tres ecuaciones y a la ecuacion obtenida se le resta cada una de las
ecuaciones.

No+W +Z =13 N o+ +F =3 X o+ +FZ =3

XAy =1 y +2 =2 ¥ +Z =3
r=2 x=1 o=
o= U+ 2w

2.- Siendo u= (1,0, 1), v=(1, 1, 0) y w= (0, 1, 1), demostrar que dichos vectores son linealmente
independientes y expresa el vector m= (1, 2, 3) como combinacién lineal de dichos vectores.

a4 +bv+cw =0
a(1,0,1)+b(1,1,0)+c(0,1,1) = (0,0,0)

[@+b,b+c,a+c)=(0,00)

a+b=0 1 1 0
b+c=0 0 1 1|=0
a+c=0 101

El sistema admite Gnicamente la solucién trivial:
a="0 b=0 c=10
Por tanto, los tres vectores son linealmente independientes.

= AU+ WY+ W



1,2,3)=x({1,0,1)+y (1,1,0)+ z(0,1,1}

1,2,3)= (x+y, ¥y +2,x +27)

Xx+y=1

2X+2¥v+27=0
y+7=2 3
U X +¥+27Z-=

Sumamos miembro a miembro las tres ecuaciones y a la ecuacion obtenida se le resta cada una de las
ecuaciones.

X +tW+FZ =3 X +W+z=3 X t+tyW+z=3

x+y =1 Wtz =2 X+zZ=3
z=2 xo=1 =10
o= 2w

3.- Dados los vectores u= (1, 2, 3), v= (2, 1, 0) y w= (-1, —1, 0), demostrar que dichos vectores
forman una base y calcula las coordenadas del vector (1, —1, 0) respecto de dicha base.

ai+bv+cow =0
a(1,2,3)+b(2,1,0)+c(-1,-1,0) = (0,0,0)

[@+2b-c,2a + b-c,3a)=(0,0,0)

a+2b-c=0 1 2 -1
28 +b-c=0 2 1 -1/ =0
a2 =0 3 0 0

El sistema homogéneo s6lo admite la solucidn trivial:
a=>0 b=10 c=10
Por tanto, los tres vectores son linealmente independientes y forman una base.

1,-1,0)=x{1,2,3)+y(21,0)+z(-1,-1,0)

(1,-1,0)=[x +2y - 2,2x + y - Z,3x)

X+2v-7z=1
2x +y-7=-1 x=0 y=2 7=3
3x=0

Las coordenadas del vector (1, —1, 0) respecto a la base son: (0,2,3).
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4.- Dados los vectores: (1, 1, 0), (1,0, 1) y (0, 1, 1). 4.-Dados los vectores: (1, 1, 0), (1,0, 1) y (0, 1, 1).
a) Demostrar que forman una base.

Los tres vectores forman una base si son linealmente independientes.

a(1,1,0)+b(1,0,1)+¢(0,1,1) = (0, 0,0)

(@ +ba+c,b +C)=(0,00)

a+b=0 11 0
a+c=0 1 0 1|=0
b+ C=0 011

En el sistema homogéneo el rango coincide con el numero de incognitas, por tanto tan solo admite la
solucion trivial:

a="0 b=0 c=10
Los vectores son linealmente independientes y, por tanto, forma una base.

b) Hallar las coordenadas de los vectores de la base candnica respecto de esta base.

Las coordenadas de los vectores de la base candnica respecto de la base son:

(1,0,0y=a(1,1,0) +b(1,0,1)+¢(0,1,1)

1,0,0)=({a+ba +c,b+c)

1=a+b 1=2a+2b+2c

O0=a+c 1 bicC

0=b+c 2°97

i 1

E=.5~+b+(: —=a+b+C E=a+b+c
l=a+b O=a+c¢ O=b+c

1 1 1
["—:".l 'b.lc) - [EJEJ _E]

(0,1,0)=d(1,1,0)+e (1,0,1)+f(0,1,1)

1 11
(d.le.l ;F) - [EJ_EJE]
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(0,0,1)=g(1,1,0) +h(1,0,1) +/(0,1,1)

|

5.- Determinar el valor del parametro k para que los vectores X= ku — 2v¥ + 3w ,
y=—u + kv + w sean:

@h)-(-3

0] M

4

[

a) Ortogonales.

Para que los vectores sean ortogonales su producto escalar tiene que ser igual a cero.

=0

#
=

—

;E-y:(kﬁ—23+3ﬁ)(—a+kﬁ+ﬁ):—k—2k+3

-3k +3=0 k=1
b) Paralelos.

Para que dos vectores sean paralelos, sus componentes tienen que ser proporcionales.

k_2_3 k=2
k 1

1 k=-3

El sistema no admite solucion.
6.- Dados los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a), se pide:
a) Hallar para qué valores del parametro a estan alineados.

Si A, B y C estan alineados los vectores ABy AC tienen la misma direccion, por lo que son
linealmente dependientes y tienen sus componentes proporcionales.

AB=(1-1,1-0,1-1)=(0,1,0)
AC =(1-1,6-0,a-1Y=(0,6,a-1)

(0,6,a-1) =k (0,1,0) a-1=0 a=1

b) Hallar si existen valores de a para los cuales A, B y C son tres vértices de un paralelogramo
de area 3y, en caso afirmativo, calcularlos.

El modulo del producto vectorial de los vectores ﬁy AC es igual al area del paralelogramo
construido sobre ABy AC



i J ok
(ABxAC)=p 1 0 =‘1 0 ?_‘” 0 }-+‘” Uz - (a-1)i
6 a-1 0 a-1""[o 6
06 a-1
A= [ABxAC|=3
Z o 2 Z
3= la-1) +0°+0 9=(5-1)
a-1=3 a=4 C(1,6,4)
a-1=-3 a=-2 C(1,6,-2)

7.- Hallar dos vectores de modulo la unidad y ortogonales a (2, -2, 3) y (3, =3, 2).

i } k 2 3 2 3 2 -2
w=|2 -2 3:‘ 3 21’—‘3 2}'+‘3 3k:51’+5j
S -3 2
W= N5+ 52 +0 =542
— 5 5 (1 1
o= ) .II:I = _,._,.D
[5@ S5v2 ] V22 ]
- -5 -5 (-1 -1
Vo= ! .II:I = _.'_.'D
[5@ 542 V2 2 ]

8.- Hallar un vector perpendicular au = (2,3,4)y v = (—1,3,—5) Yy que sea unitario

i 7ok
— - 3 4+~ |2 4|+ |2 3+~ + o
Uuxv=|2 3 4|= i- J+ k=-27i+6j+ 9k
{3 _s5 3 -5 |1 -5 -1 3

uxv|= J-27) +67 + 9 = 846

— (=27 6 g
Jade 546 546



9.- Dados los vectores u = (1,2,3)y v=(2,0,1) ,yw = (-1,3,0) hallar:

- — — = - —
V"W, u-w, v-u.

U

a)u -
v =(1,23)(201)=12+20+31=5
vow=(2,0,1)(-1,3,0)=2(-1)+03+1.0= -2

aow=(1,23)(-1,30)=1(-1)+2:3+3.0=5

b) UXV ,UXW, UXU, UXW,

P J ok
— 2 3- 1 3~ 1 2~ _~+~ _~ =
uxv=[[_1 2 3:‘[} 11—‘2 1_}'+‘2 Dk:21+5}—4k
2 0 1
i }E 2 3 1 3 1 2
uxw=|1 2 3:‘3 Df—‘ | Dj+‘ | 3k=—9f—3j+5k
-1 3 0
i } K 0 1 2 1 2 0
vxu=72 0 1=‘2 31’—‘1 3}'+‘1 2k=—21—5j—4k
1 2 3
i }E 01 2 1 2 0
Fxw=|2 0 1=‘3 D'f-‘ ) D}+‘ - k- ai- ek
-1 3 0 - -

—

c) (uxv)-w, @xw)-u,

(uxv)-w=(25-4)-(-1,3,0) =13

—  —, —+

(vxw)-u=(-3-1,6)(1,2,3) =13

d) [ul, 9], [Wl,

M=J12+2—2+32=J1_4
‘E‘=Jz?+02+12 =5



‘E‘: J(—1)2+32 +0% =10

e) cos(u, ¥) y cos (v, u)

= = 5
cos(u, u) = ——— _ =0.5976
Jl4.5
cos (ﬁ) _ T2 __p.2828
’ N5 10 '

10.- Dados los vectoresu = (3,1,—1)y v =(2,3,4) hallar:

a) Los médulos de uy v

| = JF 12+ (1) =T

V| = §22 +F +(4) =29

b) El producto vectorial de Uy v

i J ok
— 1 -1 3 -4~ |3 1+ _~ - o7
uxv=3 1 -1 = i- J+ k=7i-147+7k
5 3 4 > 4 2 4 2 3

c) Un vector unitario ortogonal a uy v

}J’xﬂ - 72 +142 + 72 = 204

" [ 7 -14 7 ]
V294 " \294 " 204
d) El area del paralelogramo que tiene por lados los vectores U y v
A= ‘Ex ;‘ = \294 47
11.- Hallar el angulo que forman los vectores 1(1,1,—1) y ¥(2,2,1)

2+2-1 3

008 o = =
Ml fa+a+1 343

3

o = arc CDS[L] =54, 74°



12.- Hallar los cosenos directores del vector u(2,2,1) .

b =22 +22 +1% =3

msa—% COS[?S—% CoS 7y =
3 3 !

Ll

13

13.- Dados los vectores W= 3i— j+ kyB= 2i—3j+ k, hallar el producto Wx 3 y

comprobar que este vector es ortogonal a1 y a v. Hallar el vector ¥ x u y compararloconux v .

i J kK 11 S 1 S -1
uxv=_3 -1 1=‘3 1'—‘2 1J;|r'+‘2 3!(—21—}'—?!(
2 -3 1

(2-1,-7)(3,-1,1)=6+1-7=0

—_ —

[uxF)J_v (JXF:I-F=U

(2,-1,-7)(2,-3,1)= 4+3-7=0

ik
— -3 1+ 2 1~ |2 -3+ >
vxu=[2 -3 1|= i- J+ k=-2i+ j+7k
3 4 1 -11 31 3 -1

14.- Calcular el producto mixto: [UxV,Vxw,wxu |.

"

uxv={1 0 1|=—i-j+k
01 1
S

vxw=0 1 1|=-f+j-k
110

10



A
wxu=[1 1 0|=i-j-k
10 1
i 7k
(Fxﬁ)x(ﬁxﬁ):J 1 -1|=-2/-27
1 -1 -1

— — —+ —_— —+

[u xv,vxw,wxﬂ: (—?— }+E)(—2?—2}') =4

15.- Dados los vectores 1 (2,1,3) v (1,2,3) , y w(—1,—1,0), hallar el producto mixto
[u,v,w ]. {Cuanto vale el volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los vectores dados?

2 1 3
[E},F,E} 2 3l=6
1 -1 0

16.- Sean A(-3, 4, 0), B(3, 6, 3) y C(—1, 2, 1) los tres vértices de un triangulo. Se pide:

a) Calcular el coseno de cada uno de los tres angulos del triangulo.

AB = (3+3,6-4,3-0)=(6,2,3) BA = (-6, -2, -3)
AC =(-1+3,2-4,1-0)=(2,-21) CA = (-2,2,-1)
BC =(-1-3,2-6,1-3)=(-4,-4,-2) CE = (4,4,2)
£03 (ﬁ E) ) J36 +:2+_94J43+4+1 ) %
cos(EﬁB_C‘): 24+8+06 _38

' JB6+4+916+16+4 21

cos(ﬁ)= 8+8-2 -1
Jd+d+1yle+16+4 9

b) Calcular el &rea del triangulo.

A= [ABx AC|
2

11



i 7k
_— — 2 3+ b 3~ 6 2|+ -+ -
ABxAC=b 2 3:‘2 11—2 1_}'+‘2 2k=— - 16k
2 -2 1| -
AE x AC = 16 +256 =417
17.- Considerar la siguiente figura:
A(1,1,0) D
B(-1,-1,-1) Cc(2,2,0)

Se pide:

a) Coordenadas de D para qué ABCD sea un paralelogramo.

Por ser la figura un paralelogramo, los vectores ALy EC son equipolentes.

-1,y -1,z)=(2+1,2+1,1)

x-1=3 x =4
W —1=23 Y o=

z=1
D (4,4,1)

b) Area de este paralelogramo.

A:‘Exﬂ‘
BC = (3,3,1) BA = (2,2,1)
ik 31 B 1- B 3
BCxBA-13 3 1:‘2 f‘L 1}-+‘2 S
2 2 1

A= ‘EXEA‘: .\/12+[—1)2 +0% =207

12


http://www.vitutor.com/geo/vec/a_2.html�

18.- Dados los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a), se pide:

a) Hallar para qué valores del parametro a estan alineados.

Si A, B y C estan alineados los vectores ABvy AC tienen la misma direccion, por lo que son
linealmente dependientes y tienen sus componentes proporcionales.

AB=(1-1,1-0,1-1)=(0,1,0)
AC =(1-1,6-0,a-1Y=(0,6,a-1)
(0,6,2-1)=&(0,1,0) a-1=0 a=1

b) Hallar si existen valores de a para los cuales A, B y C son tres vértices de un paralelogramo
de area 3y, en caso afirmativo, calcularlos.

El médulo del producto vectorial de los vectores A8y AL gs igual al area del paralelogramo

construido sobre ABy AC

iJ ok
(ABxAC)=p 1 0 =‘1 0 ?_‘” 0 }-+‘“ V- (a-1)i
6 a-1' fo a-1" "o 6
06 a-1
A=|ABxAC|=3
Z o 2 Z
3= la-1) +0°+0 9=(5-1)
a-1=3 a=4 C[1,6,4)
a-1=-3 a=-2 C(1,6,-2)

13



	UProblemas de vectores
	13

