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PROLOGO

In duda alguna que la labor docente constituye un escenario no solo de aprendizaje de

estudiantes y docentes, es mds que eso; es ante todo, un espacio de investigacién diaria y
permanente. Las experiencias de ensefianza y aprendizaje validan la loable tarea del profesor
Alfredo Yerman Cortés Verbel, quien a través de este ejercicio de investigacién, da un sello
de calidad de lo que se logra construir, crear o estructurar en el aula de clases con relacién a la
matemadtica.

El libro que se presenta, el cual tengo el honor de realizar el prélogo, es el resultado
de la experiencia docente y especificamente, de su quehacer pedagégico en la ensefianza de
las matemiticas en la facultad de Ingenieria de la Fundacién Universitaria Tecnolégico
Comfenalco. Es, precisamente, el fortalecimiento y desarrollo de procesos 16gicos matematicos
en la formacién de ingenieros.

Estas Notas de clase para un curso de dlgebra y geometria estructuran el componente
basico que debe abordar todo estudiante que se forma en el campo de las ingenierias, pues,
indudablemente la aplicacién de la matemitica es lo que ha posicionado a la ingenieria en el
lugar que ocupa actualmente. En este sentido, el interés del libro esta orientado a cémo estudiar
estos componentes de una manera muy didactica.

Cabe destacar que frente a los procesos de globalizacién, los ingenieros deben ser muy
competitivos, tener claro el papel que desempefian las matemadticas en los procesos creativos.
Por ello estas notas de clase replantean saberes, metodologia de ensefianza, de modo que los
estudiantes tengan la capacidad para ser creativos, innovadores y razonen en torno a la solucién
de problemas del drea de desarrollo que les compete.

Finalmente, este libro es una propuesta diferente, con una mirada didactica pedagégica
para la ensefianza del dlgebra y la geometria. Estd concebido para que sea aplicado por los
docentes de esta drea y consultado por estudiantes de niveles universitarios. Es una contribucién
a los procesos de calidad de la educacién. En sintesis, abre una ventana de abordaje de estas
disciplinas desde la perspectiva de la ingenieria, su pertinencia y relevancia en la formacién de
ingenieros.

ENYEL MANYOMA LEDESMA
Directora de Pedagogia y Formacién Integral
Fundacién Universitaria Tecnolégico Comfenalco
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"Si la gente no cree que
las matematicas son
simples, es solo porque
no se dan cuenta de lo
complicada que es la
vida."

JOHN YON neumAann

E forma generalizada, se acepta que el trabajo de los ingenieros consiste fundamentalmente en
detectar, reconocer y resolver problemas. Pero, en este siglo, cuando la evolucién social ha
llevado a la humanidad a la Sociedad de la Informacién y el Conocimiento, esta funcion también
se ha convertido en parte integral de la labor de la mayoria de profesionales. Los seres humanos

conviven en medio de problemas, desde los mds simples hasta los mds complejos, y cuando se retinen
en conglomerados sociales se incrementa su complejidad. Esta sociedad, mas que nunca antes en la
historia, enfrenta complicados desafios que debe comprender, analizar y solucionar para asegurar su
supervivencia y proyectar la de la siguiente (Gellatly, 1986).

Para atender a estos requerimientos, los sistemas de formacidon deben mantener una continua
comunicacién con la realidad, con el objetivo de preparar a los futuros profesionales para que se
desempeiien adecuadamente cuanto les corresponda vivirla. Este objetivo tiene una caracteristica
basica: la necesidad de desarrollar un pensamiento 16gico y una adecuada interpretacion abstracta
para lograr la resolucién eficiente y efectiva de esos problemas. En la formacién de ingenieros en el
siglo X X1 esta necesidad es un componente basico, porque su desempefio estd regido ampliamente
por una adecuada interpretacion del problema antes que le presenten una solucion.

La prdctica ingenieril se puede describir como la solucion optima y prdctica de problemas
fisicos, mediante el andlisis logico, sistemdtico e integral de los hechos cientificos. Sin embargo, el
ndmero, la complejidad y la falta de claridad de los mismos, son tan amplios que se debe adicionar
el juicio y la invariabilidad.

Estos componentes hacen parte activa de la intuicion personal, la cual se considera como un arte
relacionado enteramente con las ciencias de la 16gica y la abstraccién. El juicio es un componente
bien reconocido de la prictica de la ingenieria, porque la eficiencia y efectividad de las soluciones
que se proponen también dependen de una serie de factores intangibles.

La ingenieria es un campo de las ciencias aplicadas que descansa sobre las bases de la




matemdtica, la fisica y la quimica. Para lograr que su trabajo responda a las necesidades sociales,
sus profesionales deben adquirir una comprensién amplia y funcional de los procesos, ademads de
un adecuado dominio de las habilidades técnicas (Hakkarainen et al., 2004; Moss et al., 2006).
Entre muchas otras habilidades, deben lograr una comprensién profunda de los conceptos abstractos,
desarrollar la capacidad de pensamiento algoritmico y un razonamiento 16gico adecuado (Eckerdal
and Berglund, 2005; Faux, 2006).

Diversos estudios indican que la habilidad de razonamiento logico no es independiente de la
capacidad intelectual general, y que los estudiantes que razonan logicamente y resuelven adecuada-
mente los problemas tienden a obtener mejores resultados en cualquier materia cientifica(Johnson y
Lawson, 1998; Capizzo et al., 2006). Por lo tanto, la formacién en ingenieria, como drea cientifica,
debe incluir a la 16gica, la abstraccion, la matemaética y la resolucién de problemas en todos los
niveles, pues como profesionales, se espera que dominen y apliquen el pensamiento 16gico.

Paradgjicamente, pocos programas en el mundo atienden adecuadamente esta necesidad for-
mativa (Moss et al., 2006). Los ingenieros deben desarrollar la capacidad 16gico-interpretativa y
abstractiva para alcanzar ese pensamiento, porque el objetivo formativo, al igual que con los cientifi-
cos, es que sean logicos y sistematicos en su razonamiento. Sin embargo, nuevamente, casi ninguno
de los modelos educativos actuales incluye estas cuestiones en sus procesos. El éxito de la ingenieria
del siglo XXI depende en gran medida de que los estudiantes hayan convivido desde los primeros
niveles formativos con la logica y el razonamiento logico, para que puedan potencializarlos y
aplicarlos adecuadamente. Desarrollar esta capacidad no es un proceso de tltimo momento antes de
ser profesional; el proceso debe iniciar desde la escuela e ir madurando en la misma medida que se
incrementa el nivel de formacion y la exigencia de los problemas.

La formacién adecuada en 16gica permite desarrollar y aplicar procesos de creatividad. Esta relacion
se puede comprender mediante una comparacion entre el funcionamiento del cerebro, durante
el proceso de pensamiento, y el de un computador al calcular (Gazzaniga, 2002). Cuando una
persona piensa almacena sus recuerdos como informacién relacionada, de la misma forma que
un computador almacena datos en archivos para su posterior recuperacién. Cuando se necesita
algtin dato, tanto el cerebro como el computador buscan los datos en los archivos almacenados y
los ordenan légicamente para convertirlos en informacion, y si recopilan nuevos datos los asignan
facilmente al archivo correspondiente. La cuestion se complica cuando los datos requeridos no se
encuentran almacenados o estan corruptos. El computador se limitara a informar que no encuentra
informacion relacionada o que no puede procesarla por algin error de hardware o software; por el
contrario, el cerebro recurre a la capacidad creativa para correlacionar, combinar, mezclar, probar,
abstraer y representar los datos desde otros archivos, e intentard responder a la solicitud aplicando
un algoritmo como el que se presenta en la Figura 1.1. Claro est4, para lograrlo, la persona necesita
haber recibido una adecuada formacidn en 16gica, de no ser asi respondera cual simple computador:
“ eso no me lo ensefaron .

Resolver problemas 16gicamente es un proceso de busqueda a través de datos conocidos, a los
que se adiciona informacién para complementar el archivo bésico en ese tema en particular. Por
ejemplo, el cerebro para resolver un problema matemaético, aplicando razonamiento légico, primero
busca en el archivo cémo aplicar matemadticas, hasta que encuentre la informacién relacionada con el



problema, pero si no encuentra la informacion, ese mismo razonamiento lo orienta a hacer ciencia
para buscarla y descubrirla; de esta forma, llenard el vacio que tiene en los archivos. Este proceso se
logra gracias a que la persona se ha formado en 16gica y que ha desarrollado un razonamiento que le
permite seguir o construir un camino mediante pasos cuidadosamente estructurados,y asegurandose
de que cada uno se apoye firmemente en el conocimiento anterior (Eckerdal y Berglund, 2005). Las
habilidades y los principios ingenieriles con los que se forma a los ingenieros se deben presentar a
través de procesos l6gicamente relacionados y no puede ser una cuestion de dltimo momento; es
decir, en la universidad, es un proceso integral que comienza desde la escuela y que se desarrolla
a medida que el estudiante progresa en su formacién. En la formacién superior, se termina de
estructurar a través de aplicaciones mds sofisticadas, pero si el estudiante todavia no ha desarrollado
esa capacidad, lo mds seguro es que opte por abandonar la carrera y buscar otra en la que no sea tan
evidente esa falencia (Gellatly, 1986). Esto se debe a que gran parte del trabajo de los ingenieros
requiere cdlculos y andlisis, tareas que dependen ampliamente del razonamiento 16gico, por lo tanto,
estos profesionales deben ser 16gicos para tener éxito.

Identificacién del
Problema

A J
Andlisis del
problema
A 4

Definicién del
Problema

Il
A | A A A A 4

Razonamiento a1
bgico Creatividad Modelado No

[ I | I ]
(]

Légica Abstraccion

Disefio de una
solucién

Figura 1.1: Capacidad creativa para solucionar problemas

El estudio y la practica de las matemadticas proporcionan al estudiante de ingenieria una serie
de ventajas que van desde el marco exclusivo del pensamiento hasta el de las experiencias diarias y
vitales. El dominio y el manejo de las ciencias matematicas no solo son necesarios para ayudar a
resolver las dificultades y problemas que la vida plantea de continuo, sino también son instrumentos
fundamentales para el anadlisis y comprensién de las demds ramas del saber.!

Tomado de Eleventh LACCEI Latin American and Caribbean Conference for Engineering and Technology (LAC-
CEI'2013). “Innovation in Engineering, Technology and Education for Competitiveness and Prosperit” August 14-16,
2013 Cancun, Mexico. http://www.laccei.org/LACCEI2013-Cancun/RefereedPapers/RP221.pdf



1. Légica

1.2 Introduccion a lalogica

Definicién 1.1 Proposicion
Una proposicion es todo enunciado declarativo que estd libre de ambigiiedad y que tiene la
propiedad de que es verdadero o falso, pero no ambos.

Si una proposicion es verdadera se le asigna el valor de verdad (V) y si es falsa se le asigna el valor
de verdad (F).
Asi pues:
= Cada proposicion debe tener el valor de verdad (V') 6 el valor de verdad (F).
= Ninguna proposicion debe tener ambos valores de verdad.
= Ninguna proposicién podrd carecer de uno de dichos valores de verdad.
Las sentencias exclamativas, las interrogativas y las imperativas tales como:
= “iVivala patria!”
= “;Estd lloviendo? ”
= “Oprima la tecla < ENTER > "
no son proposiciones, puesto que no pueden ser declaradas como verdaderas o falsas.

Representamos las proposiciones por letras mintsculas p,vg,vr, s etc. y las llamaremos
letras proposicionales. Cuando no se le dé un significado especifico, cada letra proposicional
representard una proposicion arbitraria.

Una proposicién p tiene un valor de verdad que es V o F pero no ambos a la vez. Todas las
proposiciones matemdticas son de este tipo, es decir, toman uno de los valores V o F.

Dados los siguientes enunciados:
i) 13 es un nimero primo

i) 13-25=13
iii) x+4=6
iv) V16 = +4

Se infiere que (i), (i) y (iv) son proposiciones, de donde sabemos que (i) y (iv) son verdaderas
y (ii) es falsa. La expresion (iii) no es una proposicion, puesto que no puede asignarsele un
valor de verdad.

Las proposiciones anteriores suelen llamarse proposiciones simples, pues no poseen términos
de enlace o conectivos. Las proposiciones compuestasson aquellas que se obtienen combinando
proposiciones simples mediante términos de enlaces.

Son proposiciones compuestas:
i) 2 es un ndmero primo y 6 es un multiplo de 3.
ii) Si un nimero es par, entonces, su cuadrado es un nimero par.
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, iii) 34+5=17632>=9

Algunas proposiciones parecieran tener distintos valores de verdad segtn el caso. Por ejemplo, si
decimos: “ Hoy es sabado ”, es falsa de domingo a viernes y es verdadera los sabado. Si decimos,
“fue gol de Yepes ” depende de qué partido nos estemos refiriendo. Esto se debe a que en nuestro
lenguaje coloquial, hay una gran parte de la informacién que esta implicita. La palabra hoy esta
indicando una fecha particular, aunque no se esté diciendo explicitamente cual. Un titular en un
periddico que diga “ Fue gol de Yepes ™ se estd refiriendo a un determinado partido.

1.2.1Conectivos légicos

Como se vio anteriormente, el cdlculo proposicional suele utilizar letras mintsculas como p, g, r para
simbolizar las proposiciones. Estos simbolos pueden modificarse o combinarse mediante conectivos
16gicos dando lugar a proposiciones compuestas. Los conectivos 16gicos que estudiaremos son:

= La conjuncién: y (A)

= la disyuncién: o (V)

= El condicional: si.... entonces (—)

= El bicondicional: si y solo si (+—)

= La negacion: no (~)
La negacién modifica una proposicién y por lo tanto, se dice que es 1 — aria o unitaria. Los otros se
aplican a dos proposiciones y se los llama 2 — arios o binarios.
Los operadores y, o, si...., entonces, si y solo si, actian sobre dos proposiciones a la vez y por tanto,
son operadores binarios en tanto que el operador no actda sobre solo una proposicién. En todos estos
casos, se obtienen proposiciones compuestas.

1.2.2 Esquemas proposicionales

Definicion 1.2 Esquema proposicional
Un esquema proposicional o férmula es toda combinacién de letras proposicionales y opera-
dores.

Son esquemas proposicionales:
) ~p
i) pyq
iii) pogq
iv) si p entonces g
V) psiy solosigq

i) Se leerd: No p y para evitar distorsiones gramaticales, la leemos: No es el caso que p.
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Consideremos las proposiciones “ p: 5 es un niimero entero positivo ” y “ ¢:1/7” es un niimero
racional . Algunas posibles combinaciones de p y ¢ son:

~ p: 5 no es un nimero entero positivo.

p/\g: 5 es un nimero entero positivo y V/7 es un nimero racional.

~ pAg: 5 no es un nimero entero positivo y /7 es un niimero racional.

pVg: 5 es un niimero entero positivo o v/7 es un nimero racional.

p — ¢: Si 5 es un niimero entero positivo entonces v/7 es un nimero racional.
p <> ¢: 5 es un nimero entero positivo si y solo si v/7 es un nimero racional.

El valor de verdad de una proposiciéon compuesta depende del valor verdad de las proposiciones
componentes:

Definicion 1.3 Negacion
La negacion es una operacién unitaria que se aplica a una proposicion y tiene el efecto de
revertir el valor de verdad. Esto es, si p es verdadera entonces ~ p es falsa y si p es falsa,
entonces, ~ p es verdadera. En ocasiones en vez de la virgulilla (~), se utiliza el simbolo de
negacion (—). Ver cuadro 1.1

p|~D
Vi F
FlV

Cuadro 1.1: Tabla de verdad para la negacion.

De acuerdo con las proposiciones del ejemplo anterior, tenemos que “~ p es 5 no es un
niimero entero positivo” y “~ ¢:v/7 no es un niimero racional”.

Una tabla de este tipo, en la que se listan simultdneamente los valores de verdad de la proposicién p
y la que resulta de aplicar un conectivo se llama fabla de verdad.

Tenemos la proposicion ““ p: 10 es miltiplo de 5 ”. Entonces, el valor de p es V . Su negacion
debe ser una proposicion que es falsa siempre que p sea verdadera, por lo tanto ~ p debe
expresar exactamente lo contrario a lo que expresa p: *

3

~ p:10 no es multiplo de 5 ™.
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Consideremos la proposicién:
“ ¢ : Todos los perros son blancos .

No debe confundirse la negacion con decir algo diferente, por ejemplo:
“r : Algunos perros son blancos .

o con indicar la negacién con:
“t : Todos perros son negros’ .

La proposicién r no es la negacién de g, puesto que si g es verdadera, también r lo es. La
proposicion ¢ tampoco es la negacion, porque la negacién de ser blanco no es ser negro. Si
decimos:

“s : Ningun perro es blanco .

tampoco s es la negacién de ¢, ya que si existiera un unico perro de color blanco y los demas
fueran marrones, entonces, tanto g como s serian proposiciones falsas. La negacion de g puede
ser enunciada de la siguiente manera:

“ ~ g : Algunos perros no son blancos ”.

Asi, si g es verdadera, ~ g es falsa; mientras que si ~ g es verdadera, entonces, g es falsa.
Ejemplo como este lo veremos con més detalle cuando se estudien los cuantificadores.

Definicién 1.4 Conjuncién p A q
Sean p, g dos proposiciones, la proposicién compuesta p y g (p A q) se llama la conjuncion
de p con g. Se define asi: El valor de verdad de p A g es V si tanto p como ¢ tienen valor V' y
caso contrario, cuando al menos una de ellas tiene valor F, entonces el valor de verdad de la
conjuncién es F. Esta informacion puede resumirse en el Cuadro 1.2.

Pl4g|PNg
VIiv| Vv
V|IF| F
F|V| F
F|F| F

Cuadro 1.2: Tabla de verdad para la conjuncién.
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Sea “ p: algunas aves vuelan” y “g:el cocodrilo es un pez”, entonces, p A g expresa algunas
aves vuelan y el cocodrilo es un pez. Por otra parte, la proposicién pA ~ ¢, que dice: ““ algunas
aves vuelan y el cocodrilo no es un pez ”’; es verdadera dado que es la conjuncién de dos
proposiciones verdaderas.

Definicién 1.5 Disyuncion pV q
El valor de verdad de pV g es V cuando una de las proposiciones p, g tiene valor V o ambas
tienen valor V. Y tienen valor F, cuando tanto p como ¢ tiene valor F. Dicho de otra manera,
la disyuncién p V g de dos proposiciones p, g es V cuando al menos una de ellas tiene valor V.
El Cuadro 1.3 nos muestra la tabla de verdad de la disyuncién.

<<
o< T <R
<

~

Cuadro 1.3: Tabla de verdad para la disyuncioén.

Definicién 1.6 Condicional o implicacién p — q
Sea p y g dos proposiciones, la proposicién compuesta “ si p entonces ¢~ se llama “ la
condicional de p con ¢’y se define mediante la tabla de verdad del Cuadro 1.4

Plg9 P9
ViV Vv
VI|F F
FlV Vv
F|F Vv

Cuadro 1.4: Tabla de verdad para el condicional.

De la tabla se deduce que la condicional p — ¢ es falsa cuando p es V' y g es F. En la condicional
p — ¢, p se llama antecedente y q consecuente. Para aclarar la tabla anterior consideramos el
siguiente ejemplo:



1. Légica

Juan le dice a su esposa: ““ Si hago el negocio, entonces te compro una moto”. Veamos las
distintas posibilidades:
= Juan hace el negocio y le compra la moto a su esposa. En este caso, mantiene su
promesa; por lo tanto, su proposicion fue verdadera.
= Juan hace el negocio, pero no le compra la moto a su esposa. En este caso, rompié su
promesa, por ende su proposicion fue falsa.
= Juan no hace el negocio, pero a pesar de ello, le compra la moto a su esposa (no
rompiendo su promesa); por tanto, su proposicion fue verdadera.
= Juan no hace el negocio y no le compré la moto a su esposa; por tanto, no rompié su
promesa y su proposicion fue verdadera.

El valor de verdad p — g también queda determinado por el valor de la proposiciéon ~ pV q.

En una implicacién p — ¢, p es la condicion suficiente para q y q es la condicion necesaria
para p. Es decir, es suficiente que ocurra p para que ocurra g, y necesariamente ocurrird g si
ocurre p. A diferencia de los otros conectivos, la tabla de verdad del condicional no guarda
armonia con el uso que hacemos de este tipo de expresiones en el lenguaje natural. Por ejemplo,
para el lenguaje cotidiano, la expresion: “ Si llueve entonces Juan usa paraguas  pareciera que
indica que si no llueve, entonces, Juan no usa paraguas. En otras palabras, no serfa verdadera la
proposicion si el antecedente es falso y el consecuente verdadero. Sin embargo, para la 16gica
esto es verdadero.

® La implicacién légica p — ¢ se puede leer de forma equivalente como :

= p es una condicion suficiente para ¢, pues es suficiente que p sea verdadera (o que lo
que p afirma se cumpla), para que g también lo sea.

= ¢ es una condicién necesaria para p, pues cada vez que p se cumple (es verdadera),
necesariamente ¢ también se cumple.

Definicion 1.7
Si p — g es una implicacién, entonces
= g — p se llama implicacidn reciproca.
= ~ p —~ g se llama implicacién inversa.
= ~ g —~ p se llama implicacién contrarreciproca.

“Si usted es mayor de 30 afios, entonces, usted puede ingerir licor”

En este caso, que alguien sea mayor de 30 afios es suficiente informacion para concluir que
esa persona puede ingerir licor. Por otra parte, poder ingerir licor es una condicidn necesaria
para ser mayor de 30 afios
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Debemos notar que hay otras formas de expresar un condicional que no es necesariamente el ““ si . . .
entonces” . Los siguientes ejemplos también son condicionales de la forma p — ¢:

= Viajo en taxi si estoy atrasado, ( p : “ Estoy atrasado ”, ¢ : “Viajo en taxi”).

= Solo si es sdbado voy al cine, (p : “ Voy al cine” , ¢ : ““ Es sdbado ).

= Es suficiente que llueva para que me quede en casa. (p :Llueva, g : “ Me quedo en casa”).

Definicién 1.8 Bicondicional o doble implicacién p «—; g
El bicondicional p <— ¢ de dos proposiciones p, g es V si p y g tienen ambas el mismo
valor de verdad.
El bicondicional p +— ¢ puede pensarse también como la proposicién compuesta:

(p—=q9)N(g—p)-

Este bicondicional se define mediante el Cuadro 1.5:

N < <
T < T <R

<'1151<I

~

Cuadro 1.5: Tabla de verdad para el bicondicional.

Definicion 1.9 Proposiciones equivalentes
Cuando dos proposiciones tienen el mismo valor de verdad, se dice que son equivalentes:

Supongamos que para aprobar un parcial de dlgebra la nota debe ser mayor que 4. Entonces,
con las proposiciones simples:

= p: Apruebo un parcial,

= g: Lanota es mayor que 4,
y el conectivo «— formamos la proposicién compuesta

p <— ¢: Apruebo un parcial si y solo si la nota es mayor que 4

Definicién 1.10 Contingencia
Una contingencia es una proposicion compuesta que es verdadera o falsa segtin los posibles
valores de verdad de las proposiciones componentes.
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p|~p|pA(~p) | ~[pA(~p)]
V| F F %
Fl v F %

Cuadro 1.6: Solucién del ejemplo 1.2.2.

Definicién 1.11 Tautologia
Una tautologia es una proposicion compuesta que es verdadera para todos los posibles valores
de verdad de las proposiciones componentes

Definicion 1.12 Contradicion
Una contradiccion es una proposicion compuesta que es falsa para todos los posibles valores
de verdad de las proposiciones componentes.

Construir la tabla de verdad para ~ [p A (~ p)]. Se toman como encabezamiento, p, ~ p,
pA~py~[pA(~p)]. (ver Cuadro 1.6).

Como ~ [p A (~ p)] es verdadera para todos los posibles valores de verdad de p, entonces, es una
tautologia.

1.3 Argumentos y demostraciones

En las futuras clases de dlgebra, cdlculo y otras materias de la carrera de ingenieria , veremos a
menudo enunciados con el nombre de Teoremas, Lemas, Proposiciones, Corolarios, etc. Este tipo de
enunciados afirman que dadas ciertas hipétesis, se cumple una conclusién. Estos enunciados no son
decretos ni leyes, sino que deben ser demostrados, y la demostracién prueba de los mismos hace uso
de la l6gica. Por ejemplo, si afirmamos que si un nimero es multiplo de 4 entonces es multiplo de
2, esto tiene como hipdétesis que “ cierto niimero es miiltiplo de 4, y como conclusién que “ el es
miiltiplo de 2.

Para demostrar que la conclusion es cierta, se suelen usar uno de los siguientes caminos: la
demostracion directa o la demostracién indirecta. La demostracion directa nos muestra que siempre
que las hipdtesis sean verdaderas se cumple que la conclusion lo es. Ejemplo, si un nimero n
es multiplo de 4, es porque n = 4 - k, para cierto entero k. Pero, entonces n = (2-2) -k, y por la
asociatividad del producto, resulta n =2+ (2-k), es decir que n es miltiplo de 2.

En la demostracion indirecta o demostracién por el absurdo, se hace uso el hecho que la
implicacién p — ¢ es logicamente equivalente a ~ ¢ —~ p. Es decir, se demuestra que siempre
que el consecuente es falso, también el antecedente lo es. Asi, en nuestro ejemplo, deberiamos probar
que si n no es multiplo de 2, entonces, tampoco es multiplo de 4. No es el objetivo de este curso
aprender a probar o a demostrar, pero al menos dar una breve introduccidn sobre qué significa hacer
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la demostracion o prueba de un teorema u otro enunciado, ya que muy pronto veremos muchos de
estos casos y diversas formas de demostrar.

Por ejemplo, en los ejercicios y futuros exdmenes, suelen aparecer preguntas del tipo: “determine
si el siguiente enunciado es verdadero o falso. Justifique su respuesta dando una prueba o un
contraegjemplo, segin corresponda . ;Qué significa esto? Justificar dando una prueba significa
dar una demostracién directa o indirecta de lo que queremos probar; es decir, argumentar que a
partir de las hipétesis y siguiendo un razonamiento l6gico, se puede llegar a la conclusién, o bien,
mostrar que si la conclusion no es cierta, entonces, alguna de las hipdtesis no se cumple. En cambio,
la justificacién mediante un contragjemplo consiste en dar un ejemplo en el cual se cumplen las
hipétesis, pero no se cumple la conclusién. Por ejemplo, ante la afirmacién “ si un nimero es natural
entonces es par ”, basta con notar que el nimero 3, que cumple con la hipétesis de ser natural, no es
un ndmero par. Este contraejemplo sirve para mostrar que la afirmacién es falsa.

1.4 Combinacion de proposiciones con conectivos l6gicos

Utilizando los conectivos 16gicos, estamos en condiciones de formar proposiciones compuestas. Si
no tenemos el cuidado de hacer un uso adecuado de los paréntesis, podremos formar expresiones que
son ambiguas e imposibles de interpretar. Ahora estamos en condiciones de evaluar el valor de verdad
de cualquier proposicién compuesta teniendo en cuenta los valores de verdad de las proposiciones
que la componen y los conectivos lgicos.

Dada la tabla de verdad para la proposicién compuesta s definida por

s:(p—=q)A[(gh~r)—= (pVr)],

Se debe tener en cuenta que si se tienen n proposiciones entonces, se tendran 2" combinaciones
posibles de valores de verdad para todas las proposiciones. En nuestro ejemplo, tendemos tres
proposiciones (p,q,r), luego n = 3, entonces 23=8

plglr|ip—=q|lgh~r|pVr|(gh~r)—=(pVr)| s
VIiv | Vv \% F |4 \% |4
VIV |F \% \% \% \% Vv
VIF|V F F \%4 \% F
VI|F|F F F \% \% F
F |V |V \% F \% \% \%
F |V |F \% \%4 F F F
F|F|V \% F \%4 \% \%
F|F | F \% F F \% \%
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1.5 Cuantificadores
1.5.1Funciones Proposicionales

Consideremos las siguientes proposiciones:

q : El perro es un animal.
r: Larosa es un animal.
s : La vaca es un animal.

Las tres proposiciones tienen en comun el predicado lingiifstico “ es un animal” y tienen diferente el
sujeto. La frase “es un animal” estd dando una propiedad del sujeto. Si escribimos:

“xes un animal ”,

obtenemos una oracién que no es una proposicion, dado que su valor de verdad dependera del valor
de x. Asi, si a x le damos el valor x = “ El perro ”, obtenemos la proposicién:

“El perro es un animal ",

que es verdadera, mientras que si a x le damos el valor x="La rosa” obtenemos la proposicion:
“La rosa es un animal”,

que es falsa. En este ejemplo, la frase “ x es un animal ” es una funcion proposicional, y la variable x
toma valores en un conjunto llamado universo del discurso . Entonces, las funciones proposicionales
no son proposiciones, pero para cada valor que le demos a x obtenemos una proposicion. A las
funciones proposicionales las denotamos con una letra mayuscula seguida de la variable entre
paréntesis. Por ejemplo:

P(x) : x es un animal.
También podemos tener funciones proposicionales con mas de una variable, por ejemplo
« »
X es mayor que y” .

El valor de verdad en estos casos dependera de los valores que tomen las variables x y y. Asi, six =0
y y =3, la proposicién “ 0 es mayor que 3 ” es falsa, mi entras que si x =4 e y = 7, la proposicion
“4 es mayor que 7 ” es verdadera.

1.5.2 Cuantificadores

Los cuantificadores nos permiten construir proposiciones a partir de funciones proposicionales ya sea
particularizando o generalizando. Ejemplifiquemos esto. Si consideramos la funcién proposicional

P(x) : x es mayor que 0,
podemos particularizar esto diciendo:
“Existe un nimero real que es mayor que 0”

o generalizarlo, diciendo:
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“Todos los niimeros reales son mayores que 0.

Notemos que tanto en la particularizacion como en la generalizacion, se especifica un conjunto en
donde toma valores la variable; en este ejemplo, el conjunto son los nimeros reales. Existe una
notacion especifica para la particularizacién y la generalizacion:

Ix eRjx >0,

que se lee “existe un x € R tal que x es mayor que 0”; mientras que:
VxeR,x>0
se lee “para todo x € R se cumple que x es mayor que 0.

El simbolo ¥ se llama cuantificador universal
y el simbolo 3 es el cuantificador existencial.

Consideremos la funcién proposicional
P(x) : 2x es par,
Entonces, la proposicién:
Vn € N,P(n);
es decir, “para todo n natural se cumple que 2 -n es par” es equivalente a enunciar:
2-lespary2-2espary2-3espary2-4es par

Por lo tanto, esta proposicion serd verdadera si todas las proposiciones P(n) son verdaderas y
serd falsa si al menos una de ellas es falsa.

1.5.3 Negacion de cuantificadores

La negacién de una proposicion cuantificada es también una proposicidn, que, a su vez puede
describirse con un cuantificador. La proposicién p : (Vx)P(x) es verdadera si y solo si P(x) es
verdadera para todo x. Su negacién es una proposicion falsa siempre que p sea verdadera y verdadera
siempre que p sea falsa.

Luego ~ p es la proposicién verdadera si P(x) es falsa para algtin valor de x; y es falsa si P(x)
es verdadera para todos los valores de x. Dicho de otro modo, es verdadera si ~ P(x) es verdadera
para algtin valor de x, es falsa si ~ P(x) es falsa para todos los valores de x. Entonces:

~ (Vx,P(x)) = 3| ~ P(x).

28 —
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Por ejemplo, la negacién de la proposicion “Todos los nimeros son positivos* es: existe un nimero
que no es positivo.

Anélogamente, la negacién de la proposicién 3x|P(x) serd verdadera si y solo si P(x) es falsa
para todo x y falsa, si P(x) es verdadera para algtin x. Equivalentemente, ~ (3x|P(x)) es verdadera si
~ P(x) es verdadera para todo x y es falsa si ~ P(x) es falsa para algtin x. Luego:

~ (Ix|P(x)) = Vx,~ P(x).

La negacién de la proposicion “Existe un niimero que es primo” es la proposicion: “Todos
los niimeros cumplen que no son primos”, o lo que coloquialmente es equivalente a: “Ningiin
niimero es primo”.

Dada la funcién proposicional:
VxeR|[x* >0,

Es verdadera para cualquier valor de x € R. La negacion de esta es:

I cR |2 20,

que es falsa para cualquier valor de x € R.

Dada la funcién proposicional:
IreR|2x+5=1,

su negacion es

VxeR|2x+5#1.

Ejercicios 1.1

1. Elaborar la tabla de verdad para ~ pVgq.

2. Realizar las tablas de verdad para la reciproca, la inversa y la contrarreciproca. Observar
que los valores de verdad de una implicacién y su contrareciproca son los mismos, es decir,
son logicamente equivalentes.
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. Sean p, g, r las proposiciones siguientes: p: estd lloviendo, g: el sol esta brillando, r: hay

nubes en el cielo; traduzca lo siguiente a notacidn légica, utilizando p,q,r y conectivos
16gicos.

a) Esta lloviendo y el sol estd brillando.

b) Si estd lloviendo, entonces hay nubes en el cielo.

¢) Sino estd lloviendo, entonces, el sol no estd brillando y hay nubes en el cielo.

d) El sol estd brillando si y solo si no esta lloviendo.

e) Sino hay nubes en el cielo, entonces, el sol estd brillando.

. Sean p,qy r como en el ejercicio anterior, traduzca lo siguiente a oraciones en espafol.

a) (pAq)—r
b) ~(p+— (qVr))
o (p—=r)—q
d) ~(p+—(qVr))
e) ~(pVaq)Ar
f) (~rA~pV~q)
g ~r<—(p—q)

. Supongamos que todos los dias que llueve Juan usa paraguas. ;Cudl de las siguientes

proposiciones puedes asegurar que son verdaderas y cudles no puedes asegurar?
a) Si llueve, entonces Juan usa paraguas.
b) Si Juan usa paraguas, entonces llueve.
¢) SiJuan no usa paraguas, entonces no llueve.
d) Sino llueve, entonces Juan no usa paraguas.
e) Sino llueve, entonces Juan usa paraguas.

. Escriba la reciproca, la contrarreciproca y la inversa de cada una de las siguientes implica-

ciones:
a) Si n es negativo, entonces n — 1 es negativo.
b) Si2+4 =6, entonces 2+4 < 7.
¢) Si 6 es un nimero par, entonces 4 > 0.
d) Si545 =10, entonces 10+ 5 = 15.

. Determine los valores de verdad de las siguientes proposiciones compuestas:

a) Si2+2 =4, entonces 2+4 = 8.
b) Si2+2 =5, entonces 2+4 = 8.
c¢) Si2+2 =4, entonces 2+4 =06.
d) Si2+2 =75, entonces 2+4 = 6.

. Si p — g es falso, indique los valores de verdad para:

a) pNq
b) pVq
) qg—p

. Sabiendo que la proposicién compuesta (~ g) V (¢ — p) es falsa, indique cual es el valor

de verdad de las proposiciones p y g.

Para las siguientes proposiciones compuestas, elabore las tablas de verdad correspondientes:
a) ~(pAq)
b) ~(pVq)
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12.

13.

14.

o) (p—=4q) = [(pV~q) = (pAq)]

d) [(pvVa)Arl— (pA~q)

e) [(p«—aq)V(p—=r)]—(~qAp)

) ~pAg)V(rA~p)

8 (PV@AN(~pVg) A (pV~q)\(~pV~q)
Para cada una de las siguientes proposiciones, analice el valor de verdad de las mismas
y escriba, en forma simbdlica, su negacion. Asuma que las variables toman valores en el
conjunto de los nimeros reales.

a) Ix,3x—2=—-4x+1

b) Vx,3x—2# —4x+1

¢) I +x+1=0

d) x> +1>0

e) Vx,x*+3x+2=0

1) Vx, (Bl +5* = (x+y)%)

g JeR¥P+x=2

h)y reR, g <x<3

) VxeRx<36x>%
Escriba las siguientes frases con notacién légica y escriba también sus negaciones. Cuando
use cuantificadores especifique los universos, utilice R si no se especifica ningin universo:

a) Paratodax >0, existenen Ntalquen >xy x> %

b) Paratodam,n € N, existe pen Ntalquem < pyp<n.

¢) Existe u € N tal que un = n para todan € N.

d) Paracadan € N, existe m € N tal que m < n.

e) Paratodan e N,existem € Ntalque 2" <nyn < om+l

Las preguntas 13 a la 31 son de seleccion mdltiple con tnica respuesta (TIPO I). Este tipo
de preguntas consta de un enunciado y cuatro opciones de respuesta identificadas con las
letras a, b, c,d. Lea detenidamente cada pregunta y seleccione la correcta.

De la siguientes proposiciones compuestas indique cual es falsa:

12 6
a) SiIA={x|xeQAx¢Z}yB= { —,5,—8} entonces A C B.
by VxeZ,JyeZ>x<y.

3’5 7
¢) Vmne N, m" =n" — 32 =23,
d) Sil0=2+2+42+2+2=2-5entonces 10=5+5=5-2.
Si decimos que la proposicion “Si Pedro tiene carro entonces el trabajo de Pedro esta
retirado de su casa”, es falsa, entonces, tenemos que:
a) Pedro tiene carro carece de cualquier valor de verdad.
b) El trabajo de Pedro esta retirado de su casa es una proposicion verdadera y Pedro tiene
carro es una proposicion falsa.
¢) El trabajo de Pedro esta retirado de su casa es una proposicion falsa y Pedro tiene
carro es una proposicion verdadera.
d) El trabajo de Pedro esta retirado de su casa es una proposicién verdadera.



15. Si p es una proposicion falsa, indique cudl de las siguientes proposiciones es una propocicion
falsa:
a) p/A—p.
b) pV -p.
c) p— —p.
d) —p.
16. De la proposicion Vx,y € Z,x < y,3z € Q 5 x < z < y podemos decir que:
a) esfalsaysunegacionesVx,yce Z,x £y, 3z€ Qox £z Ly
b) es verdadera y su negaciones Vx,y € Z,x £ y,3z€ Qox £z Ly
c¢) esfalsay sunegaciénes dx,y € Z,x < y,Vz€Q>x>z>y
d) es verdaderay sunegaciénes dx,y € Z,x <y,VzeQ3x>z>y
17. Dada la funcién proposicional P(x,y) : x > y?, tenemos que :
a) P(0,1) es falsa.
b) P(0,1) es verdadera.
¢) P(1,1) es verdadera.
d) P(1,0) es falsa.
18. Para construir la tabla de verdad de la proposicién compuesta (p — g) A[(gA ~ 1) — (pV r)]
debemos calcular en forma ordenada:
a) (p—=>q)N[(gh~r) = (pVr)]
b) p— q, g/ ~ ry finalmente, pVr
¢) p—>q,g\~r,pVr,(g\~r)— (pVr)y finalmente, (p — g) A[(gA ~ 1) = (pVr)]
d) ~r,p—=>q,qAN~r,pVr,(g\~r)— (pVr)yfinalmente, (p — g)A[(gA ~7) = (pVr
19. “Si tengo evaluacion de matemadtica, entonces me pondré a estudiar todo el fin de semana”
quiere decir que:
a) estudiar todo el fin de semana es condicidn necesaria para tener evaluacion de mate-
maética.
b) estudiar todo el fin de semana es condicién suficiente para tener evaluacion de mate-
matica.
¢) estudiar todo el fin de semana es condicién necesaria y suficiente para tener evaluacion
de matematica.
d) tener no evaluacién de matematica es condicion suficiente para no estudiar todo el fin
de semana.
20. “Si no gano el examen, entonces fue porque no estudie” equivale a decir que:
a) si gané el examen, entonces estudie.
b) si estudié, entonces gané el examen.
¢) sino estudié, entonces no gané el examen.
d) si pierdo el examen, entonces no estudié.
21. La proposicién p — g es una
a) Tautologia.
b) Falacia.
¢) Contradiccién.
d) Contingencia.
22. Dado p <— ¢, podemos decir que:



23.

24.

25.

26.

217.

28.

a) p es una condicion suficiente y necesaria de ¢
b) p es una condicion suficiente de q.
¢) ¢ es una condicidn suficiente de p.
d) p no es una condicién suficiente, ni necesaria de q.
Pedro dice: “Si tengo suerio, entonces me acuesto temprano”. Dado que Pedro no se acostd
temprano, podemos inferir que
a) Pedro tiene suefio.
b) si Pedro se acuesta temprano, entonces Pedro tiene suefio.
¢) Pedro no tiene suefio.
d) no es cierto que Pedro no tiene suefio.
Pedro dice: “Si tengo sueiio entonces me acuesto temprano”. Si Pedro no tiene suefio,
podemos decir que:
a) Pedro no se acuesta temprano.
b) no es cierto que pedro no se acuesta temprano.
¢) no podemos concluir nada.
d) Pedro se contradice en lo que dice.
Luis dice a su novia Maria “si no vamos al cine entonces vemos una pelicula de terror en
mi casa o jugamos monopolio en la tuya” y le afirma, ya sabes: “si te quedas a dormir en
mi casa o me quedo a dormir en la tuya entonces no vamos al cine”. Si Maria se queda a
dormir en la casa de Luis, podemos concluir que:
a) Maria no se quedo en casa de Luis o Luis no se quedo en casa de Marfa.
b) fueron al cine.
¢) no fueron al cine.
d) vieron una pelicula de terror en casa de Luis o jugaron monopolio en casa de Marfa.
Si p:5+4+x=3x—1, entonces - p estd dada por
a) x=23.
b) 5+x # 3x— 1. Para todo x.
¢) 5+4x# 3x—1. Para algiin x.
d) ~(5+x#3x—1).
Al construir la tabla de verdad para ~ [p A (~ p)], encontramos que
a) es una falacia o contradicion porque es falsa para todos los posibles valores de verdad
de p.
b) es una tautologia porque es verdadera para todos los posibles valores de verdad de p.
¢) es una proposicién simple porque no incluye conectores 16gicos .
d) no se puede indicar cual es su valor de verdad.
“Si tengo evaluacién de Matematica, entonces, me pondré a estudiar todo el fin de semana”,
quiere decir que:
a) estudiar todo el fin de semana es condicién necesaria para tener evaluaciéon de Mate-
matica.
b) estudiar todo el fin de semana es condicidn suficiente para tener evaluacion de Mate-
matica.
¢) estudiar todo el fin de semana es condicion necesaria y suficiente para tener evaluacién
de Matematica.



d) no tener evaluacién de matematica es condicion suficiente para no estudiar todo el fin
de semana.

29. Enrique le dice a su hermano Carlos, “adivina cudl de estas opciones me ocurrio: aprobé

30.

31.

la evaluacion de logica o llegué tarde a clases”. Carlos, de una vez felicita a Enrique por
haber ganado la evaluacién de Légica. Carlos sabe que Enrique gané la evaluacién porque:
a) €l sabe que Enrique llegd temprano a clases .
b) €l sabe que Enrique llegé tarde a clases.
¢) él sabia que Enrique llegé tarde, entonces, ganar el examen o llegar tarde es siempre
verdad.
d) él sabia que llegé temprano, entonces, llegar temprano y ganar el examen es siempre
verdad.
Dados los siguientes enunciados:
i) 13 es un niimero primo,
ii) 13 -25=13,
iii) x+4 =6,
iv) V16 =4,
Podemos decir que NO es proposicion:
a) i
b) ii
c) iii
d) iv
Consideremos la funcién proposicional

I(x) :2x+1 es impar,

Entonces la proposicién Vx € N,I(n) significa
a) para todo n natural, se cumple que 2 - n es par.
b) para todo n natural, se cumple que 2 - n es impar.
¢) para todo n natural, se cumple que 2-n+ 1 es par.
d) para todo n natural, se cumple que 2-n+ 1 es impar.



Wm]rneras naturales
zm’u’ner@a enteros

@ nimeros racionales

ﬁ numeras reales

Q ' nuimeros complejos

2. TEORIA DE CONJUNTOS

2.1 Teoria general de conjuntos

E la teoria de conjuntos, como estructura légica, se deriva gran parte de la conceptualizacion
matematica; es asi como los conjuntos permiten construir y sistematizar como lenguaje
especifico: conceptos, definiciones, propiedades y teoremas, que facilitan el andlisis y la capacidad
de comprensién de la gran mayoria de los eventos matematicos, aun en los temas mas avanzados del
célculo, la teorfa de probabilidades y las matemédticas modernas entre otras.

Entrando en materia podemos decir que cualquier coleccion de objetos o individuos se deno-
mina conjunto. En el contexto de la matemadtica, el término conjunto no tiene una definicién sino
que es un concepto primitivo. Ejemplos de conjuntos son el conjunto de los nimeros naturales,
de los televisores de la ciudad de Cartagena y de los peces en los océanos. Nuestro objetivo serd
estudiar aquellos conjuntos que estén relacionados con el campo de la matematicas, especialmente
los conjuntos numéros.

Definicién 2.1 Conjunto - Definicién Intuitiva.
Un conjunto es una coleccién bien definida de objetos, llamados elementos. Los conjuntos se
denotan con letras mayusculas del alfabeto A, B,C, D. Los elementos que hacen parte es estos
se identifican con letras mindsculas

« N={1,2,3,4}.

» A={a,b,c,d,....,x,y,2}.

= T=EI conjunto formado por todos los estudiantes de primer semestre de la Fundacién
Universitaria Tecnolégico Comfenalco.
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l = El conjunto de todas las rectas que pasan por un punto P.

Algunos conjuntos en matemadticas son de tanta frecuencia y son tan importantes, que han recibido
un nombre especial; nombremos unos cuantos:

= N={0,1,2,3,4,5,...} El conjunto de los nimeros Naturales.

= Z=4{..,-3,-2,—1,0,1,2,3,...} El conjunto de los nimeros Enteros.

= Z* ={1,2,3,...} El conjunto de los nimeros Enteros Positivos.

s 7~ ={...,—3,—2,—1} El conjunto de los nimeros Enteros Negativos.

Definicién 2.2 Conjunto vacio
Un conjunto sin elementos se denomina conjunto vacio y se representa con @ o { }.

0={xeZt|x=—-1Ax=—4}.

Definicion 2.3 Conjunto universal
También se le denomina conjunto de referencia o conjunto de todos los conjuntos. Es un
conjunto del cual se pueden derivar otros conjuntos. Matemdticamente se denota por la letra
mayuscula U.

Definicion 2.4 Pertenencia
Si a es un elemento de un conjunto A, se escribe a € A y se lee a pertenece a A o a es un
elemento de A. Si a no es un elemento del conjunto A, se escribe a ¢ A y se lee a no pertenece
a A oano es elemento de A.

Teniendo en cuenta los conjuntos del ejemplo 2.1
= 4EN.
= cCA
= 5¢A.
| ] 7 ¢ N.

Para nombrar un conjunto, se usan dos formas bdsicas:

= Extension: es decir listando todos los elementos del conjunto separados por comas y
encerrando todo entre llaves.
= Comprension: enunciando una propiedad de los elementos que lo integran.
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= A=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9} estd nombrado por extension.

= A = {x|x es uno de los diez primeros nimeros naturales} estd nombrado por compren-
sién.

s U =/{a,e,i,o,u} estd nombrado por extension.

= U = {x|x es una vocal} esta nombrado por comprension.

s M = {Perro,gato,loro} estd nombrado por extension.

s A = {x|x cumple la propiedad P} estd nombrado por comprensién.

» M = {x € R]x> —3x+2 < 0}; esta nombrado por comprensién

Definicién 2.5 Diagrama de Venn
Los diagramas de Venn son esquemas usados en la teoria de conjuntos, tema de interés
en matemadtica, légica de clases y razonamiento diagramatico. Estos diagramas muestran
colecciones (conjuntos) de cosas (elementos) por medio de lineas cerradas. La linea cerrada

exterior abarca a todos los elementos bajo consideracion, el conjunto universal U. (Ver figura
2.1)

U

Figura 2.1: Conjunto U universal.

Definicion 2.6 Subconjunto

Un conjunto A es un subconjunto del conjunto B si todo elemento de A es también elemento
de B. (Ver figura 2.2).
Se denota A C By se dice que A estd incluido o contenido en B; es decir:

ACB+—+VxeA—x€eB.

@ Sea A un conjunto cualquiera, entonces, A C A, & C A.

Sea A ={a,e,i,o,u}, B={a,i,u}, C = {i}, entonces:

BCAyCCBCA
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Figura 2.2: ACB

= 7T CZ
n 77 C7Z

Definicién 2.7 Conjunto potencia o el conjunto de partes
Si A es un conjunto, el conjunto potencia de A o conjunto de partes de A es aquel cuyos
elementos son todos los subconjuntos de A. Simbélicamente, se escribe como 24 6 @(A). El
conjunto potencia (A) tiene 2" elementos, siendo n el nimero de elementos de A. Es decir:

#(A) ={B|B C A}

Sea A = {p,q,r}, entonces, n = 3, de aqui que el niimero de elementos de £(A) es 23 = 8.
Ahora

#(A) ={2.{p} . {a}.{r}.{p.a}.{p.r}.{q,7},A}

Sea M = {x} entonces n = 1, luego el nimero de elementos de (M) es 2! = 2. Ahora

M) ={2,{x}} = {o,M}

Definicion 2.8 Conjuntos Iguales
Dos conjuntos A y B son iguales si los elementos de A son elementos de B, y viceversa. Es
decir, si A C By también B C A; esto es:

A=B+—ACBABCA

o lo que es lo mismo:
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A=B+— (Vx€cA—xeB)AN(VxeB—x€A)

Definicién 2.9 Conjuntos distintos
Dos conjuntos A y B son distintos si no son iguales. Es decir, A y B son distintos si y solo si
dxcAAx¢B.

Definicion 2.10 Conjunftos disjuntos
Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos si no tienen ningtin elemento en comun, esto es:

VxeA—x¢B

Figura 2.3: A y B son disjuntos.

Los conjuntos A = {1,2,3,4} y B={5,6,7,8,9} son disjuntos.

Si A es un subconjunto de B, pero distinto de B, se dice que A es un subconjunto propio de B. La
notacién A C B es correcta, pero si queremos resaltar que A y B son distintos, escribimos A C B o
ACB

Sea A = {x € N|x es par Ax < 10}, B = {2,4,6,8,10}. es decir, todo elemento de A es
elemento de B, en escritura preposicional Vx € A — x € B, y de esto, concluimos que A C B
(A es subconjunto de B). Pero observemos que 10 € B, No obstante, 10 ¢ A; con lo cual, A y
B no son los mismos conjuntos.

Definicion 2.11 Cardinalidad
Si un conjunto A tiene una cantidad finita de elementos, diremos que es un conjunto finito y
llamaremos cardinal de A al niimero de elementos de A. El cardinal del conjunto vacio es 0 y
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si el conjunto tiene una cantidad no finita de elementos, diremos que es un conjunto infinito y
que su cardinal es infinito. En todos los casos, el cardinal del conjunto A se denota por |A
n(A) o también fA.

s

SiA ={a,b,c,7,11}, entonces |A| =5.

Si B = {n|n € NAn* =2} entonces |B| = 0.

Si C ={a,a,b,}, entonces, |C| = 2.

|Z| es infinito.

Si un conjunto A tiene n elementos, entonces, |@(A)| = 2.
|(N)| es infinito.

P(@)| =1

2.2 Operaciones entre conjuntos

Existen operaciones entre conjuntos; el resultado de una operacion entre conjuntos es a su vez un
conjunto. Sea U el conjunto Universal y consideremos las partes de U. Entre estos estdn definidas
operaciones como complemento, union, interseccion y diferencia.

Definicién 2.12 Unién de conjuntos

Sean A y B dos conjuntos. La unién de A con B; AUB es el conjunto cuyos elementos
pertenecen a A o pertenecen a B; esto es:

AUB={x|x€ AVx € B}

En un diagrama de Venn de la figura 2.4, representamos la unién de dos conjuntos sombreando el
drea que cubren ambos conjuntos.

Figura 2.4: AUB.
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m Sea P = {0,2,4,6,810} y I = {1,3,5,7,9}, entonces P UM =
{0’172’3747576777879} *
» SeaA ={a,i,o} yB={i,o,u} entonces, AUB = {a,i,o,u}.

@ Sea A un conjunto cualquiera, entonces, tenemos que AU =Ay AUA =A.

Z=17JU{0}UZ"

Definicion 2.13 Ndmero racional
El conjunto de los niimeros racionales, denotado con el simbolo @, consta de los nimeros de
la forma —, donde m y n son enteros y n es distinto de cero; es decir:
n

Q {%|m,n€Z/\n7§0}

- [26 b
57137 40T

X . . . .
Ya que Vx € Z,x = 1 € Q, podemos decir que Z C Q. Los niimeros racionales tienen una repre-

sentacion decimal o decimal periddica infinita; segtn el caso, por ejemplo 7= 0,5, decimal finito;

g =1,660666.. = 1,8 decimal periddico infinito.

Definicién 2.14 Ndmero irracional
El conjunto de los nimeros irracionales esta formado por los nimeros que no se pueden
expresar como nuimeros racionales, en otras palabras no existe una representacion como
decimal finito ni como decimal periédico infinito; su representacion es decimal infinita (no
periddica). Esto es:

I = {)c|x7é %.Vm,n € Z}

{n =3,1415926535...,¢ = 2,7182818284..., % —e, }

Definicién 2.15 Ndmero reales
El conjunto de los nimeros racionales unido al conjunto de los nimeros irracionales forman
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el conjunto de los nimeros reales y se representa con R:

R =QUI

Definicion 2.16 Interseccion de conjuntos
Sean A y B dos conjuntos. La interseccion entre A y B, AN B; es el conjunto cuyos elementos
pertenecen a A y pertenecen a B:

ANB={x|xc AANx € B}

12

Figura 2.5: Interseccién de conjuntos.

Sea S = {n|n < 15}, P = {n|nes par} y I = {n|n es impar}, entonces:
= SNP=1{2,4,6,8,10,12,14}
. SNI={1,3,5,7,9,11,13}
m PNI=0

Definicion 2.17 Conjuntos disjuntos
Dos conjuntos A y B son disjuntos siy solo siANB = &.

7% y 7~ son disyuntos ya que 0 = Z" NZ~

Definicion 2.18 Complemento de un conjunto
Sea A un conjunto cualquiera, su complemento es el conjunto formado por los elementos que
le faltan a ese conjunto, para ser igual al universal; es decir, los elementos que no estdn en A.
El complemento del conjunto A se denota como A€ 6 A’; esto es:
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A°={xlxe UNx ¢ A}

Figura 2.6: Complemento del conjunto A = A°.

Sea el conjunto Universal U = N y sea P = {x|x es par}, entonces, P° = {x|x es impar}.

Definicion 2.19 Diferencia entre conjuntos.
Sean A y B conjuntos, entonces, la diferencia o complemento relativo entre A y B: A — B, es el
conjunto de todos los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B:

A—B={x|xeAANx¢B}

Figura 2.7: Diferencia entre conjuntos: A — B

Notar que si U es el conjunto universal, entonces, A = U —A.

Sea A ={a,e,i,o,u} y B={1,2,a,e,i}, entonces, A—B = {o,u}.

2.2.1Propiedades de las operaciones

Propiedad conmutativa.

AUB=BUA
ANB=BNA
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Propiedad asociativa.
(AUB)UC=AU(BUC)
(ANB)NC=AN(BNC)
Propiedad dristributiva.
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Ley de Morgan.

(AUB)® = A°N B
(ANB)® = A°UB*

2.3 Silogismos categoricos

Veamos ahora un tipo de razonamiento muy sencillo conocido como silogismo categdrico, en donde
usaremos las propiedades de los conjuntos.

Definicién 2.20 Silogismo
Un silogismo es una forma de razonamiento de tipo deductivo (la deduccién es el método
16gico que lleva desde lo universal hasta lo particular) que consta de dos proposiciones como
premisas y otra como conclusion.

Definicion 2.21 Proposicion categérica
Una proposicién categérica o declaracion categorica es una proposicion que afirma o niega
que alguno o todos los miembros de una categoria estan incluidos en otra.

Definicion 2.22 Silogismo categdrico
Un silogismo categdrico o silogismo cldsico es un silogismo compuesto por exactamente tres
proposiciones categdricas (dos premisas y una conclusion).

Dadas las dos proposiciones:

1) “Todos los hombres son mortale”,

2) “Sécrates es hombr”,
Podemos concluir que:

3 “Sécrates es mortal”.
En efecto, sea M el conjunto de todos los mortales, M = {x|x es un mortal}, H = {x|x es un
hombre} y s = Sécrates. El anterior silogismo puede ser expresado usando cuantificadores y
notacion de conjuntos de la siguiente manera:

1) Vx(xe H—=x€eM)

2) seH
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Conclusion: s € M.
Lo primero que debemos notar es que este razonamiento es vdlido independientemente del lo
que representen las variables H, M y s. Por ejemplo, el siguiente razonamiento también es
vélido.

1) “Todos los burros son trabajadores”.

2) “Platero es un Burro”.
Conclusion:

3) “Platero es trabajador”.

Proposiciones:

1) “Todos los perros son animales”.

2) “Algunos perros son equilibristas”.
Conclusion:

3 “Algunos animales son equilibristas”.
En efecto; Sea P el conjunto de todos los perros; A, el conjunto de todos los animales y E, el
conjunto de los seres vivos que son equilibristas.

1) Vx(xe P—x€A).

2) 3(xePAXEE).
Conclusién: Ix(x e AAx € E).

Proposiciones

1) “Algunos profesores son personas atléticas”.

2) “Ningun profesor desprecia el estudio”.
Conclusién:

3 “Algunas personas que aprecian el estudio son atléticas”.

Denotemos por P al conjunto de los profesores; por A, al de las personas atléticas y por E,
al de las personas que aprecian el estudio. Entonces, el silogismo anterior tiene la siguiente
forma:

1) 3x(xe PAx€A).

2) A(x € PAXZE).
Conclusién:

3) k(xe EAxeA).

Proposiciones:
1) “Todos los venados son mamiferos”.



2) “Algunos animales acudticos son mamiferos”.
Conclusién:
3 “Algunos venados son animales acudticos”.

Ejercicios 2.1 .
1. Sea el conjunto universal U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, seaA = {1,3,5},B={2,4,6,8} y
C =1{1,2,4,7,8}, defina por extensi6n los siguientes conjuntos:
a) AUB.
b) A—B.
c) C°.
d) B—C.
e) (ANC)U(BNA).
f) A°NcCe.
g (A-B)".
h) (C—A)°UB".
2. En diagramas de Venn, sombree los conjuntos siguientes:
a) AUB.
b) A—B.
c) C°.
d) B—C.
e) (ANC)U(BNA).
) A°NcCe.
g (A-B)".
h) (C—A)°UB".
) (B—C)-.
J) (ANC)NB.
3. De un total de 60 alumnos de un colegio:
» 15 estudian francés solamente;
= 11 estudian francés e inglés;
= 12 estudian aleman solamente;
= § estudian francés y alemdn;
= 10 estudian inglés solamente;
= 5 estudian inglés y aleman;
= 3 los tres idiomas.
Determina
a) (Cudntos no estudian ningtn idioma?
b) (Cuantos estudian aleman?
¢) (Cuantos estudian aleman e inglés solamente?
d) (Cuantos estudian francés?
4. En los siguientes razonamientos, indicar si son o no correctos. Justificar su respuesta;
expresar el silogismo en usando cuantificadores y notacién de conjuntos.
a) Proposiciones



1) “Todos los A son B”.
2) “Todos los A son B”.
Conclusién
3) “Todos los C son A”.
b) Proposiciones
1) ‘Todos los mortales son humanos”.
2) “Todos los humanos son psicélogos”.
Conclusién
3) “Todos los psicélogos son mortales”.
¢) Proposiciones
1) “Todo hombre es un animal”.
2) “Ninguna piedra es un hombre”.
Conclusién
3) “Ninguna piedra es un animal”.
d) Proposiciones
1) “Algunos abogados no son inteligentes”.
2) “Algunas personas inteligentes son ricas”.
Conclusién
3) “Algunos abogados son ricos”.
e) Proposiciones
1) “Todos los estudiantes de Fisica son buenos en Matematicas”.
2) “Algunos cartageneros son estudiantes de Fisica”.
Conclusién
3) “Algunos cartageneros son buenos en Matemadticas”.
f) Proposiciones
1) “Todos los B son A”.
2) “Ningin Ces B”.
Conclusién
3) “Algunos A noson C”.
g) Proposiciones
1) “Ningun fosil estd traspasado de amor”.
2) “Algunos que estan traspasados de amor son ostras”.
Conclusién
3) “Algunas ostras no son fosiles”.
5. En el diagrama de Veen, adjunto (ver figura 2.8), representa la siguiente operacion entre
conjuntos: (A—B)U(B—C).



U

Figura 2.8: Diagrama de Venn.

6. Un grupo de jovenes fue entrevistado acerca de sus preferencias por ciertos medios de trans-
porte (bicicleta, motocicleta y automdvil). Los datos de la encuesta fueron los siguientes:
1) Motocicleta solamente: 5.
ii) Motocicleta: 38.
iii) No gustan del automévil: 9.
iv) Motocicleta y bicicleta, pero no automévil: 3.
v) Motocicleta y automdvil pero no bicicleta: 20.
vi) No gustan de la bicicleta: 72.
vii Ninguna de las tres cosas: 1.
viii No gustan de la motocicleta: 61.
= ;Cudl fue el nimero de personas entrevistadas?
= ;A cudntos le gustaba la bicicleta solamente?
= ;A cudntos le gustaba el automdvil solamente?
= ;A cudntos le gustaban las tres cosas?
= ;A cudntos le gustaba la bicicleta y el automdvil pero no la motocicleta?

Las preguntas 7 a 19 son de seleccion muiltiple con tnica respuesta (TIPO I). Este tipo de
preguntas consta de un enunciado y cuatro opciones de respuesta identificadas con las letras
a,b,c,d . Lea detenidamente cada pregunta y seleccione la correcta. Responder las preguntas

7 ala pregunta 8 de acuerdo a la siguiente informacion: De un total de 60 alumnos de un

colegio: 31 estudian francés, 11 estudian francés e inglés; 12 estudian aleman solamente;
8 estudian francés y alemdn; 10 estudian inglés solamente; 5 estudian inglés y alemadn;
3 los tres idiomas.(Realice el respectivo diagramam de Venn para responder estas preguntas) .

7. ¢Cudntos estudian dos o mds de dos asignaturas?
a) 18
b) 15
c) 3
d) S
8. (Cudntos estudian solamente una asignatura?
a) 45

48
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b) 31
c) 37
d) 55
9. Dado el siguiente diagrama de Venn indica el conjunto

[((FNC)—D]U[(FND) - C]u[(PNC) - F]

Figura 2.9: Diagrama de Venn.

a) {11,19,26}
b) {2,11,14,16,19,26,}
¢) {0,2,14,16}
d) {2,14,16}
10. Si ningtin héroe es cobarde y algunos soldados son cobardes; entonces,
a) Todos los soldados son héroes.
b) algunos soldados son héroes.
¢) algunos soldados no son héroes.
d) todos los soldados son héroes.
11. De acuerdo al Digrama de Venn de la figura 2.10; podemos decir que:

Figura 2.10: Conjuntos numéricos

a) R=QuUI

b) R=QnNI

¢) NDZDQDR
d) NUZUQUI
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12.

13.

14.

15.

17.

18.

Sea el conjunto A = ¢, entonces:
a) A={xeR[x>*-5x—7=0}
b) A={xcRx=0Ax=1}
c) A={xeR|0<x< 1}
d) A={xeRjx=0}
Sea el conjunto T = {x eN:x= nz,Vn IS Z}, entonces:
a) T ={1,4,9,16,25,...}.
b) T ={0,2,4,8,16,32,...}.
¢) T={0,1,4,9,16,25,...}.
d) T=10,2,4,6,8,10,...}.
1

1
L 716,...},tenemosque:

0| —

Dado el conjunto P = < 1

a) P:{lanN}.
n

b) P—{IZ:nGZJF}.
n
1

c) P:{nZ:nEN}.

1
d) P= —Z:nEN/\OSnSS .
n

Sea A un conjunto, si 2(A) conjunto potencia de A, tiene 16 elementos, entonces, el conjunto
A tiene:

a) 2 elementos.

b) 4 elementos.

¢) 8 elementos.

d) 16 elementos.

. SeaA=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} yB={x€Z:0 < x < 10}, entonces:

a) A#B.

b) B CA.

c) ACB.

d) A=B.
Sea el conjunto potencia de M,

JO(M) - {¢> {*}7 {A}7 {*}7 {*’ A}> {*7*}7 {A7*}7 {*7 A,*}}

entonces, tenemos que:

a) M={k}n{a}n{&}.

b) M= {{%},{a}.{&}).

) M={>k A&}

d) M ={¢, %, A&}
En el siguiente diagrama de Venn (Ver figura 2.11), el drea sombreada corresponde a la
operacion entre conjuntos:
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u

Figura 2.11: Diagrama de Venn

a) (AUB)NC.
b) (A—C)NB.
¢) (ANB)UC.
d) (BNC)U(BNA)UC.
19. La condicion falsa es:
a) (ANB) =A“UB".
b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
¢) AUBCANB.
d) (ANB)NC=AN(BNC).
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3. NOCIONES ARITMETICAS Y ALGEBRAICAS

Mathematics has beauty and romance. The world of mathematics is not a boring place to be. It is an
extraordinary place; it is worth spending time there

Marcus du Sautoy.”
3.1 Numeros reales

N matemadticas, el conjunto de los nimeros reales, que anteriormente denotamos por R, incluye
tanto a los nimeros racionales (positivos, negativos y el cero) como a los nimeros irracionales;
y en otro enfoque, trascendentes’ y algebraicos*. Los irracionales y los trascendentes no se pueden

!Las matematicas tienen belleza y romance. El mundo de las matemdticas no es un lugar aburrido en el que estar. Es
un lugar extraordinario; merece la pena pasar el tiempo alli.

ZMarcus Peter Francis du Sautoy (Londres, 26 de agosto de 1965) es un escritor, presentador, columnista y profesor de
matematicas de la Universidad de Oxford.

En 2001 obtuvo el Premio Berwick de la Sociedad Matematica de Londres que se concede a la mejor investigacion
llevada a cabo por un matemdtico de menos de cuarenta afios. Es conocido principalmente por su labor de popularizacién
de las matemadticas y por ser un especialista en la teorfa de los nimeros. Escribe en The Times y The Guardian y ha
presentado diversos programas de television sobre matematicas en la BBC. Los tres libros que ha escrito hasta el momento
han recibido grandes elogios por parte de la critica. Con “la musica de los nimeros primos” gané en 2004 el Premio Peano
en Italia y en Alemania en 2005, el Premio Sartorius.

3Un ndmero trascendente, también nimero trascendental, es un niimero real o complejo que no es raiz de ninguna
ecuacion algebraica con coeficientes enteros no todos nulos. Un nimero real trascendente no es un nimero algebraico,
pues no es solucion de ninguna ecuacion algebraica con coeficientes racionales. Tampoco es niimero racional, ya que estos
resuelven ecuaciones algebraicas de primer grado, al ser real y no ser racional, necesariamente, es un niimero irracional.
En este sentido, nimero trascendente es anténimo de niimero algebraico. La definicion no proviene de una simple relacién
algebraica, sino que se define como una propiedad fundamental de las matematicas. Los nimeros trascendentes mas
conocidos son T y e.

4Un niimero algebraico es cualquier ndmero real o complejo que es solucién de una ecuacién algebraica de la forma:
apx" +ap_1 X"V 4 4 a1x+ag = 0. Donde: n > 0 es el grado del polinomio; a; € Z Vi 5 0 < i < n son los coeficientes
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expresar mediante una fracciéon de dos enteros con denominador no nulo; tienen infinitas cifras
decimales no periédicas, tales como: v/5,7 el niimero real log2, cuya trascendencia fue enunciada
por Euler en el siglo XVIII.

Los nimeros reales pueden ser descritos y construidos de varias formas; algunas son simples

aunque carentes del rigor necesario para los propdsitos formales de matemadticas y otras, mas
complejas pero con el rigor necesario para el trabajo matemadtico formal.
Durante los siglos XVI y XVII, el cdlculo avanzé mucho aun cuando no contaba con una base
rigurosa, puesto que en el momento prescindian del rigor y fundamento 16gico, tan exigente en los
enfoques tedricos de la actualidad, y se usaban expresiones como «pequefio», «limite», «se acerca»
sin una definicion precisa. Esto llevé a una serie de paradojas y problemas 16gicos que hicieron
evidente la necesidad de crear una base rigurosa para la matemadtica, la cual consistio en definiciones
formales y rigurosas del concepto de nimero real.

7 N
4,-3,-2,-1 I\D\,_'L 2, B.j/

N- numeraos naturs es lenterns posivos )

Z- numeios enleros |pos Lvos y negativos )

Q- nimaros 1acior ales (lracaones y dacimales|
I Imacionales

Figura 3.1: Conjunto R de nimeros reales.

3.1.1Propiedades de los nUumeros reales R

. Six,y € R, entonces, x+y € R (propiedad clausurativa de la suma).

. Six,y € R, entonces, x+y = y+x (propiedad conmutativa de la suma).

. Six,y,z € R, entonces (x+y) +z=x+ (y+z) (asociatividad en la suma).

. Existe 0 € R, de manera que x+ 0 = x para todo x € R (existencia del elemento neutro para la
suma).

. Six € R, entonces: x0 = Ox = 0 (propiededad de la multiplicacién por el elemento néutro).

. Para cada x € R, existe un elemento —x € R tal que —x+x = 0 (existencia del inverso aditivo).

. Six,y € R, entonces: xy € R (propiedad clausurativa de la multiplicacion).

. Six,y € R, entonces: xy = yx (propiedad conmutativa de la multiplicacion).

. Six,y,z € R, entonces: (xy)z = x(yz) (asociatividad en la multiplicacién).

A W N =

O 00 3 O\ W

del polinomio; y 0 # a,,.
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10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

Existe 1 € R, de manera que 1x = x1 = x para todo x € R (existencia del elemento neutro para
la multiplicacion).
Para cada x # 0,x € R, existe un elemento xleRtal que xx~ ! = 0 (existencia del inverso
multiplicativo).
Si x,y, € R, entonces se cumple solo una de estas condiciones:

X<y

x>y

= X=y.
(Tricotomia)
Six,y,z€ R, x <yyy <z entonces, x < z (transitividad).
Six,y,z€ Ryx<y,entonces, x+z < y+ z (monotonia en la suma).
Six,y,z€ R, x <yyz>0,entonces, xz < yz (monotonia en la multiplicacién).
v {, z € Q se tiene:

yw

-4 —
yow w
xZ_xi
yw  yw
.X.Z Xw
- - =
Yy wo oz
VxyzeZx =2t

Z

» —5€R,2eR, entonces, (—5)+2=-3€R
8 34(=5)=(-5+3=-2

s ((=7)+5)+6=-7+(5+6)

= 0+9=9

- (9)(0)=0

m (—=5)+5=0

= —5€R,2eR, entonces, (—5)2=—-10€R
n 3(=5)=(-5)3=-15

= ((=7)5)6=(-7)(5+6)

= 1(9)=9

» 887 ) =1

m —5<2,entonces, —5+4<2+4

= —5 < 2, entonces, (—5)(4) < (2)(4)
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3.2 Valor absoluto

Definicién 3.1 Valor absoluto
Definimos el valor absoluto de un nimero real x, que representamos por |x|, mediante:
X si x>0

x| = .
—x six<O0

También, observamos que |x| representa la distancia del origen al punto x y de forma més general,
que |x; —x»| representa la distancia entre x; y x3.

= |5 =5, pues 5> 0.

|-3| = —(-3) =3, pues —3 < 0.

s [7—3|=m—3,pues®t—3>0.

= 3—n=—B3-7m)=n—3,pues3—7 <O0.
= |0]=0.

Si x1 y x» son las coordenadas de dos puntos sobre una recta, la distancia entre ellos se define como
|x1 — x2|. En particular, |x| = |x — 0| representa la distancia del origen al punto x.

Figura 3.2: Representacién geométrica del valor absoluto de un niimero.

La relacion de orden entre nimeros reales tiene una interpretaciéon geométrica muy simple:

Definicién 3.2
x <Yy siy solo siel punto que representa esta localizado a la izquierda del punto que representa.

La representacion geométrica es de gran utilidad en la resolucién de problemas y en la visualizacién
de muchas propiedades importantes de los nimeros reales. Esta serd presentada mds adelante en el
en la seccién 11.3.1



3. Nociones aritméticas y algebraicas

3.3 Expresiones algebraicas

Definicion 3.3 Variable
Llamamos variable a una letra o simbolo que representa cualquier elemento de un conjunto
determinado. Llamamos constante a un elemento fijo del conjunto considerado. Si tal conjunto
es el conjunto R de los nimeros reales, las variables y constantes representan nimeros reales.

Generalmente, las variables se representan por las dltimas letras del alfabeto, x,y,z,w. En algunos
casos, representamos las constantes por las primeras letras del alfabeto, a, b, c,d. En estos casos, los
simbolos a, b, etc representan elementos fijos pero arbitrarios del conjunto considerado.

En la expresion:
2% +4x—1,

la letra x es una variable y los nimeros 2,4 y 7 son constantes.

En la expresion:
ax—+b,

X es una variable y a y b son constantes.

Definicion 3.4 Expresion Algebraica
Llamamos expresiones algebraicas a las constantes, las variables o las combinaciones de
constantes y variables mediante las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division,
elevacion a potencias y extraccion de raices.

Las siguientes son algunas expresiones algebraicas:

5, %, 3ay’, (6xy—2y)5x%, —3x*y+7x42y—8,

2.x+3 (2Z75_3Z71)% \/x+2y
X2 —5x—6’ T x—3x

En una expresion algebraica, cada una de las partes separadas por medio de una suma o de una resta
se llama un término.
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En la expresion:

2x+1
5x%y — Al +/xy—6+7,
3y—5
los términos son:

2x+1
5x2y, 3})}7_57\/xy—6y7.

® Expresiones tales como %’y‘—fé y Vxy — 6 se consideran como un solo término.

Definicion 3.5 Coeficiente
Si un término consiste de un producto de dos o mas factores, decimos que cada factor es
el coeficiente del producto de los otros factores. Por ejemplo, en el término 7x%y, 7, es el

coeficiente de x2y; si un coeficiente es un nimero, lo llamamos el coeficiente numérico. En el
término anterior 7x2y, 7 es el coeficiente numérico.

Definicién 3.6 Monomio, binomio, trinomio

Si una expresion algebraica consiste de un solo término, la llamamos un monomio; si consiste
de dos términos la llamamos un binomio; , si consiste de tres términos la llamamos un trinomio;
expresiones algebraicas de mas de tres términos se denominan polinomio.

= Monomio: 3x°
= Binomio: 3x° — 7x?
= Trinomio: 3x° — 7x% + 8y

Estudiemos algunas operaciones que se utilizan para formar expresiones algebraicas.

3.4 Exponentes enteros positivos

En nuestros ejemplos de expresiones algebraicas, hemos utilizado simbolos tales como x* y a>. Un
simbolo como x? representa el producto x - x, similarmente a> representa el producto a-a-a. En
general, establecemos la siguiente definicion.
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Definicion 3.7 Potenciacion
Si a es un nimero real arbitrario y n es un entero positivo, definimos a” como el producto de
n factores iguales a a. Es decir

an:a'a'a"'a
—_——

n factores de a

En el simbolo a”, a se llama la base y n el exponente de la potencia. También decimos que a" es a
elevado a la potencia n.

24=2.2.2.2=16
(=3)>=(=3)(=3)(-3)(-3)- (-3) = —243

-6 6 (-2

6
(vV2)° = (v2)-(v2)- (v2)- (v2) - (v2)- (vV2) = 8

(=3)* = (=3)(-3)(-3)(-3) =81

2\’ 222 8
3 333 27

2 =(2)2)(2)Q)@2) =32

A partir de la definicién podemos comprobar las siguientes propiedades basicas que satisfacen los
exponentes enteros positivos. Si a y b son nimeros reales arbitrarios y m y n son enteros positivos,
entonces, tenemos:

3.4.1Propiedades de la potenciacion

Seaa,b € Ry m,n € Z entonces, sea a,b € R; m,n € N, entonces, tenemos que:

= 0=
L] al =da
- (am)n — am-n
s "q" = am+n
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52.5% = 5243 — 55 — 625

22)4 =224 — 28 — 256
3.5)>=32.52=9.25 =225
ab)® = a*b’

(
= (
(

1
] y4y_7:y_3:y—3
9
4
] C—S_c
4\6 _ 146 _ 1,24
= (bM)°=Db""=b
» 312520=1
» (3x)* =34t =81t
2 2

Simplificacion de expresiones con exponente

Simplificar una expresion consiste en reducirla a una expresion mucho mas sencilla de manejar y
operar. En el caso de la potenciacién nos interesa que los exponentes queden expresados como un
nlimero positivo y que las bases estén una sola vez en el término.

Simplifiquemos: (2a°5%)(3ab*)3

(2a°b?) (3ab™)? (2a°b%) [3%a* ("))

(2a°b*)(274°b"?)

= 22744’ b*b'?
54a°p™
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x\’ y2x ¢
Simplifiquemos: <> ()
y b4

(&) () - 59
y z ¥ 7
©

—4
. . . . . 1
Simplifica las expresiones y elimina los exponentes negativos en o=
=
65t~ B 6s5°
25722 2424
_ 353
- %

3.5 Exponentes racionales

En la seccion anterior estudiamos el caso de a”, donde n € Z, Veamos el caso en el que n es racional;
es decir, si n € Q. Veamos algunas definiciones y ejemplos preliminares.

Definicion 3.8 Radicacion
Sea a,b € R, n € N, definimos la raiz n-énsima principal de b de la siguiente manera:

Vb=a<=d" =b
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n se llama indice, b se llama cantidad subradical o radicando y a raiz de la potencia. El simbolo
/- se llama radical

= 3y —3 son raices cuadradas de 9, pues 32-9 y (—3)2 =9.
= 2 es una rafz ctibica de 8, puesto que 2° = 8.
= —3 es una raiz ctibica de —27, puesto que (—3)3 = —27.

Se puede demostrar que todo niimero real diferente de cero tiene exactamente n raices n-ésimas,
aunque la mayoria de ellas son nimeros complejos. Entre las raices n-ésimas de un nimero real a,
vamos a elegir una de ellas como la raiz n-ésima principal, esta raiz la representamos por el simbolo
\/a y la definimos como sigue:

Proposicion 3.1
Sea n un entero positivo mayor que 1 y a un nimero real. Establecemos que:
1. Sia >0, \/a es la raiz n-ésima positiva de a.
2. Sia <0y nesimpar, \/a es la raiz n-ésima negativa de a.
3. Sia=0,ya=0.
4. Sia <0y nes par, v/a no la definimos, pues en este caso, no existe ningtin nimero real
r tal que " = a.

V81 =3 porque 3*=81
= /—8=-2 porque (-2)3=38

Obsérvese que sines pary a € Z~, es decir a es negativo; entonces, /a no esté definido en
R, porque la potencia par de todo nimero real es siempre positiva. Por ejemplo si ¢/—4 = x,
entonces, x> = x-x = —4; lo anterior es imposible; ya que si x € Z* (es decir x es positivo),
entonces, X - x €s positivo; y si x € Z~ (es decir x es negativo), entonces, x - x es positivo. En
ningtn caso, x - x serd igual a —4 un nimero negativo>.

El simbolo v/a se llama un radical, €l nimero a es el radicando y el nimero n es el indice del radical.
Cuando n = 2 en lugar de v/a, escribimos simplemente /.

SPara definir la raiz par de un niimero negativo, se recurre a la definicién de unidad imaginaria y la conformacién
de los nimeros complejos; esto es v/ —1 = i unidad imaginariay C = {a +bila,p e RAI = \/—1} conjunto de ndimeros
complejos. El estudio de este conjunto numérico no hard parte de este curso.

— B4 —
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s)—1_ 1
32 2

» /=9y /=72 no son nimeros reales; forman un conjunto llamado nimeros imagina-

rios.

@ Recalcamos que /a no existe en el caso en que a es negativo y n es par.

Definicién 3.9
Sea ¢ un entero positivo mayor que 1 y a un nimero real, tal que /a exista; establecemos que

1

ar =/a

5 = /—32=—2.

5
1 . p
4 Mo existe porque v/—16 no es un nimero real.

Definicion 3.10
Sea £ un numero racional donde p y ¢ son enteros positivos diferentes, y sea @ un nimero

real tal que /a exista; establecemos que:

at = (a1) = (va)’

.. . . .
De las definiciones anteriores y las leyes de los exponentes, podemos deducir facilmente que si a4
existe, entonces, también a¢ es la raiz g-ésima principal de a”; es decir, tenemos:

P 1
al =\/aP = (ap)q
Finalmente, extendemos nuestra definicion de a” al caso en que n es un niimero racional negativo.

Definicion 3.11
Sea — un nimero racional con p y ¢ enteros positivos diferentes y sea a un nimero tal que

q
/a exista; establecemos que:

1
a —

p
q

QS

a
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. %:(f)2—32
1 11
T8l (WBIp ¥ 27

= )i = > VA

L
m3

Las propiedades de los exponentes (3.4.1)-(3.4.1) son vélidas para exponentes racionales siempre y
cuando a y b sean niimeros positivos. Cuando a y b son negativos, algunas de las leyes (3.4.1)-(3.4.1)
no se cumplen.

[(~47)t =16 =4
(47 = (—4)' =4

Observamos que:
[(—42)F # (-4
Luego, la propiedad:
(@) =a™

no se cumple en este caso. Otro contraejemplo en el que podemos ver que las propiedades de los
exponentes (3.4.1)-(3.4.1) no son validas si a y b son negativos es:

()-0)

pero,

no esta definido. Luego, la propiedad:

a\® a"
() =5
no se cumple en este caso. Para evitar este tipo de problemas, en adelante, cuando trabajemos con
exponentes, solo consideraremos bases positivas.

3.5.1Propiedades de la radiacion

En algunas ocasiones, es mds ventajoso expresar las cantidades en términos de radicales que en
términos de exponentes racionales. Las leyes de los radicales se siguen inmediatamente de las leyes
de los exponentes.



3. Nociones aritméticas y algebraicas

Proposicién 3.2

Si m y n son enteros positivos y a y b son nimeros reales positivos, entonces

1. V/ab = /aV/b
v a

3. 0/ Va

a si n es impar
la|  sinespar

V/36-5 = /36V5=6V/5
250 /1252 v/125-v2 5V2

3 3 3

Il
=

= Six es un nimero real, entonces, Vx* = |x| (;Por qué?).

Al simplificar un radical, lo hacemos de tal forma que no existan potencias n-ésimas de radicales
cuyo indice es n, no se tengan fracciones bajo el signo de radical y los radicales tengan el indice mas
pequefio posible.

» /48x6y9 = {/(16x%y8) (3x2y) = v/16x%y81/3x2y = 2xyy/3x2y
y2 3 yz 3/}72\3/5 y

En la simplificacion de radicales, generalmente, es mas fécil trabajarlos como exponentes racionales:

1
+[256a%b* <28a2b4> i 2%b  4bar
c? c? c% c%

Para terminar, queremos sefialar un error muy frecuente en el uso de los radicales. Este error
consiste en creer que se tiene la siguiente férmula, que es incorrecta.

l—

11
4bazc?

@

(9} ‘(‘:
I—

(ST

4b
= e
@

Vatb=a+ Vb
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» VO+16#v9+1/16, pues VO+16=v25=5y9+/16=3+4=7.
n V43 =23 £ /43 — /23, pues VA —23 = V/356 y .

w
~
(%)
|
®)
W
Il
N
|
)
Il
)

Vit = Vadx
= 3x3\3/;
= x%
V81x8yr = VBRIVt
= 34/t
= 3x2y

V32+v200 = V16-2+V100-2
= V16v2+V100v2
= 4V2+10V2

14v2
= 42 :\2/122 4=2
. 83 = (\3/§ =22 = 4 otra forma de resolver este ejercicio es:
" 83 =V =v64=4
i 1 1 1
n 125_§ = = = —
1255 125 5
17 i1 8
[ ] a32a37:a3 3 =as
- Xy oy
X5
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3.5.2 Racionalizacion

El proceso de racionalizacion consiste en eliminar el radical del numerador o denominador en una
expresion racional. Para ello, multiplicamos y dividimos la fraccién por la expresion algebraica
apropiada de tal manera que se elimine el radical deseado. Si el radical por eliminar es de la forma
V/a™ con m < n, entonces se multiplica y divide la fraccién por v/a"—".

Si el radical por eliminar es de la forma /x4 /y, se multiplica y divide la fraccién por su
conjugado \/xF /- En efecto:

(Vx+ym(Va=yy) = (Va? =)
= X — y
Aplicando el producto notable, producto de la suma por la diferencia de dos términos:

(a+b)(a—b)=a*—b*.

Este producto notable se estudiard con mds detalle en el siguiente capitulo. Si el radical por eliminar
es de la forma y/x £ /y, entonces, se multiplica y divide la fraccién por V2 F Yxy + /y2. En
efecto:

(V= I3 (Va2 Y5+ V/3?)
(V) = ()"
X—).

Aplicando la expresion de la suma o diferencia de cubos perfectos x> +y* = (x £y) (x> Fxy +y?).
Este producto notable tambien serd estudiado en detalle en el siguiente capitulo.

Racionalicemos las siguientes expresiones, eliminando el radical del denominador:

2 _ 2 V3_ 23 _2/3

/X
n — AV N
9 x2 g x2 \3/.; \3/ x3 X
7 7 7
1 1 Vad a  Vad
| | = = = —
7 7 7 7
a? a?vad a’ a
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I Vx+1

Vx—1yx+1
Va+1
(Vx+1)(vx—1)
Vx+1
(VP - 12
(Vx)?+1

x—1

1L 14+ Va2

=

3.6 Logaritmacion

Definicion 3.12 Logaritmo
Seaa,b € R,a>0Aa# 1n€R, definimos la logaritmaciéon como

=% 14 5+V2
1+ Vx+Vx?

(1+Vx) (1 = a+ V)

1+ Vx+ V2

1P — (v/x)?

1+ /x+ Va2

1—x

log,b=n<=ad"=b

Esto se lee: logaritmo en base a de b es igual a n.

En otras palabras, sea b € R (argumento b), la operacion logaritmo le asigna el exponente n (0
potencia) a la que un nimero fijo a (base) se ha de elevar para obtener dicho argumento. Es la
operacion inversa de a a la potencia n.

= logi

1 1\?
b 1000 — > Poraue <10> = 1000°

= log;27 = 3 porque 3° = 27.
= log,32 = 5 porque 2° = 32.
= logs 125 = 3 porque 5° = 125.

1

6

= log /5125 =6 porque (v/5)° =52 = 5% = 125.
5
= log; /243 =  porque 33 = /35 = V243,
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N2 /2)\?
" log%4:—2porque (2) :(1) =4,

Los nimeros negativos no tienen logaritmo en R, ya que cualquiera que sea el exponente n, se

tendrd siempre que a” serd mayor que cero, a" > 0; en consecuencia, no hay ningun valor real de n
que pueda satisfacer a” = x cuando x sea menor que 0. Si el nimero real a se encuentra dentro del
intérvalo 0 < b < 1, entonces, log, b da un valor negativo o se dice que es un logaritmo negativo.
Entre los logaritmos mds utilizados se encuentra el logaritmo natural® | cuya base es e, logaritmo
comiin cuya base es 10 y logaritmo binario con base 2. Tenemos la siguiente notacion:

logio(a) = log(a)
log,(@) = Ina)

El logaritmo mds ampliamente utilizado es el natural, ya que tiene multitud de aplicaciones en fisica,
matemadticas, ingenieria y en ciencias en general. También, es bastante utilizado el logaritmo decimal,
que se indica como log(x), en ciencias que hacen uso de las matematicas, como la quimica, en la
medida de la acidez (denominada pH), y en fisica en magnitudes como la medida de la luminosidad
(candela), de intensidad de sonido (dB), de la energia de un terremoto (escala sismoldgica de Richter),
etc. En informatica, se usa el logaritmo en base 2 la mayoria de veces.

Propiedades de logaritmo
Los logaritmos mantienen ciertas identidades aritméticas muy utiles a la hora de realizar calculos:
Seaa,b,cce Ra>0Na#1neR
= log,b=1
= log,1=0
= log,(bc) =log,b+log,c
b
= log,( — | =log,b—log,c
¢
= log, (b°) =clog,b
. log, b
= log, /b= 02,0
¢

log, b

= log, b= Ing donde k es cualquier base vdlida. Si hacemos k = b
og.a

= log, b= 7logba

= No existe el logaritmo de un nimero con base negativa.(~ 3log_,b)
= No existe el logaritmo de un nimero negativo.(~ 3log,(—x))
= No existe el logaritmo de cero.(~ Jlog, 0)

3.7 Numero e

El nimero e, conocido a veces como niimero de Euler o constante de Napier, fue reconocido y
utilizado por primera vez por el matemadtico escocés John Napier, quien introdujo el concepto de
logaritmo en el cdlculo matemadtico. Es considerado el nimero por excelencia del célculo, asi como

%En una secci6n posterior (ver seccién 3.7 y 3.7.1), se profundizara sobre este logaritmo y el nimero e.
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7 lo es de la geometria y el nimero i, del andlisis complejo. Este nimero se utiliza en ecuaciones
que describen el comportamiento de acontecimientos fisicos regidos por leyes sencillas, como
pueden ser: la velocidad de vaciado de un depdsito de agua, el giro de una veleta frente a una
rafaga de viento, el movimiento del sistema de amortiguacion de un automavil o el cimbreo de un
edificio metélico en caso de terremoto. De la misma manera, aparece en muchos otros campos de la
ciencia y la técnica, describiendo fenémenos eléctricos y electrénicos (descarga de un condensador,
amplificacién de corrientes en transistores BJT, etc.), bioldgicos (crecimiento de células, etc.),
quimicos (concentracion de iones, periodos de semidesintegracidn, etc.), y muchos mas.

El nimero e, al igual que el niimero 7 y el nimero dureo ¢, es un irracional, no expresable por la
razon de dos enteros; o bien, no puede ser expresado con un nimero finito de cifras decimales o
con decimales periddicos. Ademads, es un nimero trascendente, es decir, que no puede ser obtenido
mediante la resolucion de una ecuacion algebraica con coeficientes racionales. Su valor aproximado
(truncado) es:

e~ 2,7182818284590452353602874713527..

Definicion 3.13
=1
e = n;);
1111
S ntatatate
1 1 1
S 112 123 1234

3.7.1Logaritmo natural

El logaritmo natural suele ser conocido normalmente como logaritmo neperiano, aunque esencial-
mente son conceptos distintos. Se denomina logaritmo natural o informalmente logaritmo neperiano
al logaritmo cuya base es el nimero e. El logaritmo natural se suele notar como In(x) o a veces,
como log, (x), porque para ese nimero, se cumple la propiedad que el logaritmo vale 1.

= In(e) = 1 porque e! = ¢
= 1n(7,38905) = 2 porque > = 7,38905

Propiedades del logaritmo natural

El logaritmo natural verifica las propiedades de logaritmo vistas en la seccién (3.6) y ademas:

= ") = x para todo x > 0

= In(e") =x



3. Nociones aritméticas y algebraicas

Ejercicios 3.1

1. Carl no sabia que su cuenta bancaria estaba en 0 cuando escribi6 una serie de cheques de $
100. Por cada cheque que pasaba, le cargarén $ 125 en su cuenta. (Ademds de los $ 100 de
cada cheque, hubo un cargo por sobregiro de $ 25.) Después del primer cheque, su cuenta
tenia ? $ 125. Después de 6 cheques, ¢ cudl fue el balance de su cuenta?

2. Brenda pensaba que llevaba 3 barras de chocolate a un picnic con 5 amigos. Cuando llegd
con los chocolates, descubrié que su hermano se habia comido la mitad de una barra. Si a
cada persona le toca la misma cantidad, (ella y sus 5 amigos), ;/cudntas barras le tocan a
cada persona?

3. Durante una tormenta, la temperatura cay6 % grado cada minuto. Al inicio de la tormenta,

la temperatura era de 83°F. Una expresion que representa la temperatura ¢ minutos después

de que empez6 la tormenta es fit + 83. {Cual fue la temperatura después de 8 minutos?
4. Calcula el valor de x en las siguientes expresiones, aplicando la definicién de logaritmo.
a) log, 128
b) Ine® =x
¢) log, 1
1
d) log, 3
e) logs0,2
1
log, — =—4
) log, 72
g) log,7=-2
h) 1log0,01 = -2
) 1
i) log, 4 = )

) 1
) logyx=—7
k) logsx = —2
1
l) log%x: 3

5. Realiza las siguientes operaciones:

a) log (4— \/6) +log (4+\/6)
b) %log (12f2\m) +%log(l2+2\/ﬁ>

6. Racionaliza las siguientes expresiones:
1
a) —
\351
b —
) V2-2
2
) ——
v/ 2x%y3
g
2v/3-/5

7. Simplifica las expresiones:
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2 VA2 /xy?
4/x4y
b) V27 —/50++12++/8
c) 5\/1254—6\/5—7\/@4—%\/%

d) V125+/54—\/45—+/24

8. Simplifica las expresiones:
5(3°10)
9 3602 1
—1 1 B =)
b) 3 ((2-3) 5 (3-2%)

9. Simplifica las siguientes expresiones:
3\ /3\*
2 (3) (5)
2\ 22\’
b) | = =
5 5
N3}
0 (z) +(3)
() ()
4 \2
=il
10. Calcula los valores de las siguientes potencias:
a) 323
b) 643
c) 81(}75
d) 80’3

3.8 Polinomios

3.8.1Definicion de polinomios

Definicion 3.14 Expresion algebraica

Una expresién algebraica se obtiene a partir de variables y nimeros reales, mediante sumas,
restas, multiplicaciones, divisiones, potencias o extraccion de raices,

como por ejemplo:

9 X2 +y? 6x%y+ %
4° 33 +6x7 =3, 3y 427+, , x
YT Va+y VI=xy

Asumimos que x,y representan nimeros reales y que la expresion representa un niimero real. Esto
dltimo puede imponer condiciones sobre los valores que pueden tomar las variables. Asi, en los
ejemplos dados antes:
4x —3x° 4 6x7 -3 i 1, cualqui I val
= 4x x4 6x representa un niimero real, cualquiera sea el valor que tome x.



3. Nociones aritméticas y algebraicas

» 30 +2y° + % representa un nimero real siempre que y sea diferente de 0.

x2+2

VX+Y

6x2y + %

X

. J1—xy

Al reemplazar las variables por valores que ellas puedan tomar, se obtiene, claro estd, un nimero
real que es el valor de la expresion en esos nimeros. Asi por ejemplo:
= El valor de 4x° — 3x3 4+-6x® —3 en x = 0 es 4(0)® — 3(0)* + 6(0)> =3 = —3.

representa un nimero real si x4y > 0.

representa un nimero real si x # 0y 1 —xy # 0, es decir, y # %

2.2 2 2
x4y 22+ (1)

= El valor de enx=2y=—les ———==95
Vx+y V24 (-1)

Estudiaremos mds detalladamente las expresiones algebraicas llamadas polinomios.

Definicion 3.15 Polinomio en x

Un polinomio en x con coeficientes reales es una suma finita de productos de la forma a;x*
donde el coeficiente a; es un nimero real y k es un entero no negativo. De este modo, un
polinomio tiene la forma

aptaix+...+ax",

donde 7 es un entero no negativo, a; es un nimero real para 0 < i < n. Su grado es el mayor
exponente n de x, tal que a, # 0y a, es su coeficiente principal.

Si no se hace necesario explicitarlo, el polinomio puede representarse en la forma p(x).
El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales es denotado por R [x].

Son polinomios los siguientes:
3123+ %)ﬂ —36x°. Su grado es 9 y su coeficiente principal es -36.
L] f% + §x+x2. Su grado es 2 y su coeficiente principal es 1.
s —1+1,5x240,75x7 —1,25x7. Su grado es 7 y su coeficiente principal es —1,25.
» 7+3x, —4-++/2xy todas las expresiones de la forma b+ ax con a, b € R. Los polinomios
de grado 1 son los de esta forma para a # 0.

9 9
w 2=20 —\/7T=—/7A°, 5 = on y todas las constantes no cero son los polinomios

de grado 0: si a # 0, a = ax®. E1 0 es también un polinomio constante, pero no se le
atribuye grado.

No son polinomios los siguientes:
» 3+4x? +6x73, pues el exponente de x en el tercer sumando es un entero negativo.
» 4+2./x+x+3x%, pues el exponente de x en el segundo sumando es positivo, pero
fraccionario.
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Tx+ 12x° — 6x10
6+ 12x3

racional.

no es un polinomio, es un cociente de polinomios llamado fraccion

Definicién 3.16 Polinomios son iguales

Dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y para cada potencia de x, x*, el
coeficiente de x* en un polinomio es igual al coeficiente en el otro.

n — 1432 =4 +9x" =ap+ayx—+---+azx’ siysolosiag=—1,a; =0,a, =3, a3 =0,
a4:0,a5:—4,a6=0,a7:9.

m dx+6x>+12x3 = bo+bix+---+bsx> siysolosibg=0.b =4, by =6, by = 12,
by =0,bs=0.

= Los polinomios —1 —3x+42x> —x° y 1 +a;x+ - - +a,x" no pueden ser iguales, porque
los términos independientes son distintos: en el primero es —1 y en el segundo es 1.

3.8.2 Operaciones con polinomios
Adicién y Sustraccion de Polinomios

Definicion 3.17 Términos semejantes

Se llaman términos semejantes los que difieren inicamente en su coeficiente numérico, por
ejemplo 5x%y y —7x%y son términos semejantes.

El procedimiento para sumar y restar polinomios estd basado directamente en las propiedades
asociativas y conmutativas de la adicién y multiplicaciéon de nimeros reales, y en la propiedad
distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicion. Basicamente, lo que se hace es agrupar y
reducir los términos semejantes.

Efectuemos la siguiente suma:
(4x% — 2xy + 2% +7x) + (6xy — 5y* 4 3x%)

Primero, utilizamos las propiedades conmutativa y asociativa para agrupar los términos
semejantes, obteniendo:

(4x% 4 3x%) + (—2xy 4 6xy) + (2y* — 59%) + Tx,

luego, aplicamos la propiedad distributiva para reducir los términos semejantes, obteniendo
como resultado final:

7% 4 4xy — 3y + Tx.
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En la practica, se escriben en fila los polinomios a sumar, de tal forma que las columnas
contengan solo términos semejantes. El ejemplo anterior nos queda de la siguiente forma:
4o —2xy+2y? +Tx
3x?+6xy—5y? donde la tercera linea presenta el resultado después de reducir los términos
7x%+4xy—3y*+7x,

semejantes.

Si tenemos en cuenta la definicién de resta, el problema de restar dos polinomios se transforma en el
problema de sumar dos polinomios.

Efectuemos la siguiente resta de polinomios:
(5% +3xy —y) — (2% —4xy+1)

La resta anterior se convierte en la suma:
(5x% +3xy — y*) + (=26 +-4xy — 1),

que es igual a:

32+ Txy—y* — 1.

Puesto que la variable x representa un nimero real, asi mismo un polinomio representa un nimero
real. Asi como los nimeros reales se suman, restan, multiplican y dividen, los polinomios también
se operan teniendo en cuenta las propiedades que satisfacen las operaciones de nimeros reales.

En el polinomio que resulta al sumar o al restar dos polinomios, el coeficiente de x* se obtiene
sumando o restando los coeficientes que tiene x* en los polinomios que se suman o restan, esto es,
asociando términos semejantes.

(4—i—6)c2—f—7x3 = 10x5) +(3 +x+4x2+x3)
=(443)+ 0+ Dx+ (6+4)x* + (7+ 1)x* + (04+0)x* + (—10+0)x°
=T7+x+10x%+ 8% — 10x°
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(3—4x+5x> —9x°) — (=2 +9x—9x")
=3-(=2)+(=4=9x+(5-0)x*+ (-9 — (-9))x*
=5—13x+5x

(=2+4x)—(—24+x)=(-2+x)+(2—x)=0

De forma mas general,, supuesto que n > m

(ap+arx+---+ax") £ (bo+bix+ -+ byx™)
= (ag£bo) + (a1 £b1)x+ (a2 £b2)x* + -+ + (@ £ byp)X" + @y 1 X"
4 anx”

osin<m

(ap+arx+  +ax")£(bo+bix+ +byx™)
= (agE£hbo)+ (a1 £b)x+ +(ap£b)X" + b1 X"+ 4bx"

Note que la suma o la diferencia de dos polinomios puede dar el polinomio 0, pero si no es asi, el
grado del polinomio obtenido es menor o igual que el mayor entre los grados de los polinomios que
se suman o se restan.

Multiplicacién de polinomios
La multiplicacién de polinomios estd basada en la aplicacion repetida de la propiedad distributiva y
la utilizacién de la ley de los exponentes:

aman — am+n

con m y n enteros positivos.

= (507y)(=3x%?) = —15x0)°

(3x+2y) (2% — xy +y) = 3x(2x* —xy +y) + 2y(2x* —xy +)
= (6x° — 3x%y 4 3xy) + (4x%y — 2xy% +2)7)
=6x° + xzy + 3xy — 2xy2 + 2y2

En la préctica se procede como se indica en la siguiente ilustracion:

— 78 —
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2xr —xy 4y

3x +2y

6x> —3x2y-+3xy La tercera linea se obtiene multiplicando cada término de la
+4x2 —2xy% 2y?

6x +x%y +3xy—2xy> +2y%.

primera linea por 3x y la cuarta linea, multiplicando cada término de la primera linea por 2y.
Finalmente, sumando las filas tercera y cuarta se obtiene el resultado, que es la ultima fila.

Un caso particularmente importante es el de la multiplicacién de dos polinomios en la misma variable.
En este caso es conveniente ordenar los polinomios de tal forma que el exponente de la variable vaya
decreciendo.

Efectuemos el siguiente producto de polinomios:
(26 =32 +x—7)(x* —6x* +1)

23-3x% 4x =7
Xt —6x% +1
27 =320 4x° —Tx*
—12X°+18x* — 63 +42x2
+2x3 —3x2 4+x—7
2x7 =3x8 — 110+ 1 1x* —4x> 43952 +x—7

Tenemos:

(24 6x—3x%) (3 —2x+4x°)
=2(3—2x+4x") +6x(3—2x+4x°) —3x* (3 —2x+4x°)
=23+ 2(—2x) 4 2(4x) + (6x)3 + 6x(—2x) 4 6x(4x°) + (—3x%)3
+ (=3x%) (—2x) + (—3x) (4x°)
=64 (—4+18)x+ (=12 —9)x> + (8 +6)x° +24x* — 12
=6+ 14x — 212 + 14x° + 24x* — 12:°
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2 33 9,
(3+4x—4x> <6—|—x—|—2x)

2 9, 9, 33 9,
== Z 4 Z _Z Z
3<6+x+2x)+ x<6+x—|—2x> 4x 6+x—|—2x

—aa(? 2 Np_ 34 25
_4+(3+24)x+(3+4)x+(18 2>x PRl

74 27 3 27
:4+ ?x+7x2+ 7x3 — Z.x4— §x5

(1—\/§x) (1+f2x) — 124

Note que el coeficiente principal del polinomio producto es el producto de los coeficientes
principales (que son nimeros diferentes de cero) de los polinomios cuyo producto se estd
efectuando. Mds generalmente, tenemos que:

(ao+ax—+-+anx) (bo+bix+-+ +bux™) =co+crx+- -+ cppmx™ "

donde:

m+n

Cp = Z aibj.

i+ j=k

= 5x% —3x% +6x+8 y x7 +2x* — 3x% — /3x son polinomios en una variable.

s 3xy2 — %xy +x—2y V5x3y? — 3x2y% + 4xy — 8y + 1 son polinomios en dos variables.
Observamos que los Unicos exponentes que aparecen en las variables son enteros positivos. Los
exponentes negativos y fraccionarios estdn excluidos. Sin embargo, los coeficientes numéricos son
nlimeros reales arbitrarios o elementos arbitrarios del dominio en consideracién.

Definicion 3.18 Grado de una variable
Llamamos grado de una variable en un término de un polinomio al exponente que tiene la
variable en el término.

En el término 3x*y?, el grado de x es 4 y el grado de y es 3.
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Definicién 3.19 Grado de un término
grado de un término en dos o mas variables es la suma de los grados de las variables que
aparecen en el término.

El grado del término en dos variables 3x*y? es 7.

Definicion 3.20 Grado de un polinomio
El grado de un polinomio en ciertas variables es el mayor de los grados de esas variables en
los términos del polinomio.

7x° — 2x% +3x+ 1 es un polinomio de grado 5 en x.

4x3y? — 5xy* +x*y? + 2y es un polinomio de grado 4 en x, grado 3 en y y de grado 6 en x y y.

Divisién de polinomios

En cuanto a la division, tenemos el principio de la divisién euclidiana. De acuerdo con este, dados
dos polinomios p(x) y g(x) con g(x) # 0, al dividir p(x) por g(x), se obtienen dos polinomios: un
cociente ¢(x) y un residuo r(x) tales que:

p(x) =q(x)c(x)+r(x) y
r(x)=0 o r(x)#0, sugradoes menor que el grado de g(x).

Los polinomios ¢(x) y r(x) son tnicos. Estos polinomios se obtienen mediante el proceso llamado
division larga.
Consideremos por ejemplo,

p(x) =4+ 3x — 2x% 4 3x° 4 6x*
g(x) =1+x+4x°

O escritos en orden descendente de los exponentes de x,

p(x) = 6x* 4+3x° — 2> +-3x +4
g(x) =4x* +x+1

Al dividir p(x) por g(x) obtenemos:



6x* 438 —2x2 +3x +4 4 +x +1
3 3 3 31
oA 3_°22 224,20
6x X 2x 2x +8x 0
3 7
P
3,3, 3
7§x 7§X 7§x
31, 21
_§X +§
31, 31 31
8 8 32
us 159
23

donde el cociente es

35,3 3
(x)i Y

y el residuo es:

115 159
) =3t 35

Tenemos, efectivamente, que:

g(x)c(x) +r(x) = (4x2—|—x—|—1)< +, _) n <115

1 11
(6x +3x° — 247 —x—)-i—( 5

=6x* +3x° — 232+ 3x 44 = p(x)
Veamos otros casos:
1. Sean:
p(x)=x>+x+1
gx) =28 - 4+x—1
Tenemos la igualdad:

P4x+1l= (2)c3 — X 4x— 1) -0+ (x2+x+ 1)

159
32

159
32

Es decir, el cociente es el polinomio 0 y el residuo es el polinomio p(x). Este ejemplo ilustra

el caso en que p(x)

= 0o el grado de p(x) es menor que el grado de ¢(x): como cociente basta
tomar 0 y como residuo, el mismo polinomio que se estd dividiendo.



p(x) =5x* +3x° —x? +3x 42

q(x) =x—2
5% 3% —x2 43x 2 x 2
—5x*+10x° 503+ 13x2+25x+53
13x3
—13x3+426x2
25x2
—25x2+50x
53x

—53x+4106
108

Asi, el cociente es ¢(x) = 5x° + 13x% + 25x + 53; el residuo es r(x) = 108. También, en este
caso:

g(x)e(x) +r(x) = (x—2)(5x° + 13x* +25x +53) + 108
=52+ (13 -2 x5)x° + (25 -2 x 13)x?
+ (53 =2 x25)x+ (108 —2 x 53)
=54 +3° -2 +3x+2

Observemos los dos tltimos renglones: el coeficiente principal de p(x), que es 5, y el coefi-
ciente principal del cociente coinciden, puesto que el coeficiente principal de g(x) es 1. Los
demas coeficientes de p(x) se obtienen al realizar las operaciones g(x)c(x) + r(x). Asi 3, el
coeficiente de x* en p(x), es igual a 13, que es el coeficiente de x* en c(x), menos 2 veces
5, que es el coeficiente de x* de c(x). El coeficiente de x* en p(x), esto es —1, es igual a 25,
que es el coeficiente de x en c(x), menos 2 veces 13 que es el coeficiente de x> en c¢(x). El
coeficiente de x en p(x), es decir 3, es igual a 53, que es el término independiente de c(x),
menos 2 veces 25, que es el coeficiente de x en ¢(x). Finalmente, el término independiente de
p(x), es decir 2, es igual a 106, que es el residuo r(x), menos 2 veces 53, que es el término
independiente de ¢(x).
Esto nos permite expresar los coeficientes del cociente asi:
= El coeficiente principal, coeficiente de x*, es igual al coeficiente principal de p(x).
= El coeficiente de x? en c(x) es igual al coeficiente de x* en p(x) mds 2 veces el coeficiente
de x* en ¢(x).
= El coeficiente de x en c(x) es igual al coeficiente de x* en p(x) mds 2 veces el coeficiente
de x? en ¢(x).
= El término independiente de c(x) es igual al coeficiente de x en p(x) mas 2 veces el
coeficiente de x en c(x).



= El residuo r(x) es igual al término independiente de p(x) mds 2 veces el término inde-
pendiente de c(x).
Asimismo, en este caso, podemos hacer un andlisis més general: al dividir un polinomio p(x) de
grado n por uno de grado 1 de la forma x — d, se obtiene un cociente cuyo grado es n — 1 y un residuo
que es 0 o un polinomio de grado 0, en otras palabras, una constante. Si:

p(x) = anX"+a, X+ Fap
c(x) = by X" by x4+ by y
r(x)=k

la igualdad:

plx) = (x=d)e(x) +rlx),

es decir,

X +a, X" tag = (x—d) (b X" 4+ by) +k
=by_1x" + (by—z — dby_1)x" "
+ (bysz —dby2)x" -
+ (bo— dby)x+ (k—dby),

implica:

an=by 1
ap—1 =bp2—db,

an— =by3—db, >

a) = b() - db[
ao :kfdb()
bn1=ay

bn2=ayn 1+db,
bn73 =ay—2+ dbn—Z

by =a; +db,
k = ag+dbg

De este modo, tomando una fila formada por todos los coeficientes de p(x) en orden a,a,—; . ..dg
y sumando 0 a a, y asi sucesivamente a cada uno de los demas coeficientes a,_1,a,2,...,do, €l
producto de d por la dltima suma, se obtienen, en orden, los coeficientes del cociente y el residuo.



ap dp—1 dp—2 *- dyp 4o

0 db,_1db,—>---dbidby

by_1b,2 by3---by k

En esto consiste la division sintética. En ese orden de ideas, para obtener el cociente de dividir
7x° +4x> +3x> —x — 6 por x + 1, tenemos en cuenta que x + 1 =x — (—1) y procedemos asf:

7 0—4 3-1-6
0-7 7-3 0 1

7-7 3 0-1-5

El cociente es, entonces, c(x) = 7x* —7x% +3x% — 1 y el residuo es r(x) = =5.
Volviendo a la discusion general acerca de la division, cuando, el divisor es de forma x —d, el
residuo es una contante k y

p(x) = (x—d)e(x) +k

Entonces, al calcular p(x) en d (es decir, al reemplazar x por d en el polinomio y realizar las
operaciones indicadas), obtenemos:

p(d) = (d—d)c(d)+k
=0+k=k

De esta manera hemos demostrado el reorema del residuo:

Teorema 3.1 Teorema del residuo
El residuo de dividir un polinomio p(x) por el polinomio x —d es p(d).

1. Al evaluar el polinomio
px)=243x - +3°+5x* en x=2
obtenemos:

p(2)=2+3%2-224+3x2° 4524
=108

y este es el residuo de dividir p(x) por x — 2, como fue visto antes.
2. Podemos asegurar que el residuo de dividir p(x) = —6 —x + 3x? +4x> + 7x por x+ 1 es
—5 = p(—1). Este resultado también fue hallado por divisi6n sintética antes.
Como un caso particular del teorema del residuo, aparece el teorema del factor
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Teorema 3.2 Teorema del factor

El polinomio x — d es factor del polinomio p(x) siy solo si p(d) = 0.

Demostracién. Como p(x) = (x —d)c(x) + p(d), x — d es factor del p(x) siy solosi p(d)=0. W

El residuo de la operacién (4x* —6 — 7x?) < (x — 2), aplicando el teorema anterior se puede
calcular de la siguiente manera: Sea P(x) = 4x> — 6 —7x’ y a = 2; entonces

P(2) = 4(2°-6-7(2)2

— 4(8)-6-7(4)
= 32-6-28
= -2

lo cual corresponde con la operacion efectuada en el ejemplo 3.8.2

Halla el residuo de la operacién (2x® — 5x% —30x+ 11) = (x+3). Sea P(x) = 2x> — 5x* —
30x+ 11y a = —3, entonces:

P(-3) = 2(-3)—5(—3)2-30(-3)+11
= 2(=27)—5(9)+90+11
= —54—-45+101
= 2

En concordancia con el ejemplo 3.8.2.

Division sintética o regla de Ruffini

Es un método rdpido y exacto para dividir un polinomio P(x) entre un polinomio lineal de la forma

X—d.

El método se describe en la forma siguiente:

Se colocan los coeficientes de P(x) en orden descendente de las potencias de x, colocando
cero como coeficiente de cada potencia que no aparezca.

Después de escribir el divisor en la forma x — a, se usa a para generar la segunda y la tercera
fila, asi: se baja el primer coeficiente del dividendo y se multiplica por a.

Se suma el producto al segundo coeficiente del dividendo, se multiplica esa suma por a y se
suma al tercer coeficiente del dividendo.

El proceso se sigue hasta que un producto se suma al término constante del dividendo.

El ultimo nimero de la tercera fila es el residuo; los otros ndmeros de la tercera fila son los
coeficientes del cociente, que es de un grado menor que P(x).
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Al realizar la divisién 4x> — 6 — 7x% entre x — 2, obtenemos:
4 =72 —6 x—2

—4x>+8x7 4x?+x+2

—x2 4+2x
2x —6

—2x+4

=2

Aplicando la regla Ruffini o division sintética, nos queda que:

4-70 —6 | -2
8 2 4
4 1 2-=2
Por lo tanto, el cociente es Q(x) = 4x> +x+ 2 y el residuo es R = —2, igual que en la anterior

division.

Realiza la siguiente divisi6n utilizando la divisi6n sintética (2x* — 5x* —30x + 11) = (x+3).

2-530 11 |-3
—6 33 -9
2 113 2
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l Cociente 2x% — 11x + 3, residuo 2.

Realiza la siguiente division utilizando la divisién sintética (2x* — 3x —5) = (x+ 1).

200-3-5 |-1
22 -25
222 -50

Cociente 2x> — 2x% 4+ 2x — 5, residuo 0.

Ejercicios 3.2

1. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas procurando que los exponentes estén
expresados como nimeros positivos y se eliminen los simbolos radicales.

-3
2 (5)

b5 \ 7
% (w)

c) (4m3n’3p’1)2
()

3 x2 3 x3

B

a4m_6n2
h (_1>
Sna—2
; (3456p-8w-6n2)°
§ 5a=1b3

1
50625x8\ " ®
h)( bl )

2. Realiza las operaciones que se indican entre polinomios teniendo en cuenta que:
s P(x)=4x>—1
» O(x) =23 —3x2 +6x—2
s R(x)=6x%+x+1
= S(x) = %xz +4
o T(x)=3x>+5
s U(x)=x>+2




a) P(x)+Q(x)
b) 30(x) — S(x)
¢) S(x)+T(x)+(x)
d) —T(x)+U(x)+6S(x)
e) 2P(x) —R(x)
) 28(x) = 3T (x)
3. Realiza las operaciones que se indican
a) (x472x276x7 l) (x272x+3)
b) (3x%—5x) (20° +4x* —x+2)
) (22 —=5x46) (3x* — 5x° — 6x% +4x—3)
) x*—2x% — 1122 4+ 30x— 20
xX2+3x—2
X0 5x* 4+ 3x2 —2x
xX2—x+3
X423 —x—8
—2x+1
X +2x+70
x+4
=32
x—2
x*—32+42

e)

H

8)

h

)
4. Comprue)tga que los siguientes polinomios tienen como factores los que se indican.
a) (x> +5x+ 1) tiene por factor (x — 3)
b) (x®—1) tiene por factor (x+ 1)
c¢) (x'°—1024) tiene por factor (x+2)
5. El perimetro de un poligono esta dado por la suma de todo sus lados. Halla el perimetro del
exdgono de la figura 3.3

3x2+7x—4

Figura 3.3: En geometria plana elemental, un hexdgono o exdgono (esta ultima version sin /4 estd en desuso,
ya no estd recogida en el DRAE) es un poligono de seis lados y seis vértices.

6. El drea de un rectangulo estd dada por el producto de sus dimensiones. Halla el drea del
rectangulo de la figura 3.4,

89
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a

Figura 3.4: En geometria plana, un rectangulo es un paralelogramo cuyos cuatro lados forman angulos
rectos entre si. Los lados opuestos tienen la misma longitud.

7. El volumen de un paralelepipedo, como el de la figura 3.5, estd dado por drea de la base por
la altura, es decir: V = AgH. Si el volumenes V = x° — 1 y la altura H = x — 1, halla el drea
de la base, Ap.

Figura 3.5: Paralelepipedo: Cuerpo geométrico formado por seis paralelogramos, de los cuales son iguales
y paralelos los opuestos entre si.

8. Halla a y b para que el polinomio x> + ax+ b sea divisible por x> — 4.
9. Determina los coeficientes de a y b para que el polinomio x> + ax? + bx + 5 sea divisible
por x* +x+ 1.
10. Encuentra el valor de k para que al dividir 2x> 4 kx +2 por x — 2, dé de resto 4.
11. Determinar el valor de m para que 3x” + mx + 4 admita x = 1 como una de sus raices.
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4. PRODUCTOS NOTABLES DE POLINOMIOS

Os siguientes productos se utilizan con tanta frecuencia en dlgebra que no solo merecen destacarse
L sino que es aconsejable memorizarlos. Se conocen con el nombre de productos notables.
La validez de los productos anteriores se comprueba facilmente realizando las multiplicaciones
correspondientes. Las letras que intervienen en las férmulas pueden reemplazarse por expresiones
algebraicas arbitrarias.

4.1 Cuadrado de un binomio

(a+b)? = a®>+2ab+b?

El Cuadrado de un binomio es equivalente al cuadrado del primer término, mds (0 menos segun
la operacion entre los términos) el doble del producto del primer término por el segundo, mas el
cuadrado del segundo término.

b

-b a

Figura 4.1: (a+b)? = a®> +2ab + b*.
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(a+b)* = (a+b)(a+b)
= a2-|-ab-|-ba—|-b2
= a*+2ab+ b

De forma ansloga, realizamos los mismos pasos si tenemos (a — b)>.

(Tm+1)* = (Tm)*+2(7Tm)(1) + (1)
49m” + 14m + 1

(3x—5y)? (3x)2 = 2(3x)(Sy) + (57)*

= 0x% —30xy+25)°

4.2 Producto de la suma por la diferencia de dos términos

(a+b)(a—b) =a*>—b*
El producto de la suma por la diferencia de dos términos es equivalente a la diferencia entre el
cuadrado del primer término y el cuadrado del segundo término.

b

a

_b a

Figura4.2: (a+b)(a—b) = a*> —b*

(a+b)(a—b) = & —ab+ab—b’
a* —b*
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(Tm+3n)(Tm—3n) = (7Tm)*—(3n)?
49m* —9n?

el = o)

4.3 Productos de dos binomios con un término comun

(x+a)(x+b) =x*+ (a+b)x+ab
El producto de la forma (x+ a)(x+b) es equivalente al cuadrado del término comin mds el producto
de dicho término por la suma de los no comunes mds el producto de los términos no comunes .

b| bx ab

x| x° ax

X a

Figura 4.3: (x+a)(x+b) =x>+ (a+b)x+ab

¥+ (8—3)y+8(—3)
= y 4+5y—24

+8)(y—3)
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(3m)*> + (=5+9)(3m) + (=5)(9)
= 9m*+4(3m)—45
= 9m’+12m—45

(3m—5)(3m+9)

4.4 Cubo de un binomio

(a+b)? = a® +3a’b + 3ab®> £ b°

El cubo de un binomio es equivalente al cubo del primer nimero, mas el triple del producto del
cuadrado del primer ndmero por el segundo, més el triple del producto del primer nimero por el
cuadrado del segundo, mas el cubo del segundo.

4 D =

ab®

a b

Figura 4.4: (a +b)*> = a® +3a’b + 3ab® + b*

(a+b)?® = (a+b)*(a+b)
= (a*+2ab+b*)(a+b)
= d’a+a*b+2aba+2abb+b*a+b*b
= & +d’b+2d’b+2ab* +2b%a+ b’
= & +3d*b+3ab>+b°
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Al desarrollar (x+2)?, tenemos
= Cubo del primer nimero: (x)>.
= Triple del producto del cuadrado del primer niimero por el segundo: 3x>2 = 6x2.
 Triple del producto del primer nimero por el cuadrado del segundo: 3x2% = 12x.
= Cubo del segundo nimero: 2% = 8.

Asipues (x+2)3 = x* +6x% + 12x+8.

Al desarrollar (3x+ 2y)3, tenemos:
= Cubo del primer nimero: (3x) = 27x>.
= Triple del producto del cuadrado del primer nimero por el segundo: 3(3x)%2y =
3(9x?)2y = 54x%y.
= Triple del producto del primer nimero por el cuadrado del segundo: 3(3x)(2y)? =
9x(4y?) = 36xy”.
» Cubo del segundo niimero: (2y)* = 8y>.
Asipues (3x+2y)3 = 27x + 54x%y + 36xy% + 8y°.

En resumen:

L (xy)(x—y) =x" =

(x£y)? = x? +2xy +y?

(x£y)3 = x> +3x%y +3xy> + 3
(x+a)(x+b) =x*+(a+b)x+ab

| Bva+y—2vx)(3vx+y+2vx)

(32 +4s5)> = (3t%)2 +2(31%)(4s) + (4s)°
= 9"+ 24125+ 1657

Rl e

BVx+)? = (2vx)?

9(x+y) —4x=5x—9y
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(a+b—c)3 = [(a+b)—c]3

(a+b)* =3(a+b)c+3(a+b)c* -

= (a®+3a’b+3ab* +b*) — 3(a® +2ab+b*)c + 3ac® +3bc* —
a® 4 3a*b+3ab® + b* +3d%c + 6abc + 3b*c + 3ac® + 3bc* —

Obsérvese que se considera (a + b) como un solo término.

Ejercicios 4.1

1. Realiza las siguientes divisiones aplicando las regla de Ruffini y escribe el cociente y el
residuo de la divisién.
a) (43 —8x*—9x+7)+ (x—3)
D) (SJc5 Tx* 4303 =52 +3x— 1) = (x+ 1)
¢) (6x*+9x3 — 1062 4-8x—2) + (x —2)
d (FP-1)+(x-1)
e) (1) = (x+1)
) (48 =3x* +2x+7) + (x+4)
g) (5x® —x*+2x° — 222 +3x— 1)+ (x—1)
) (C+x+x)+(x+1)
D (°—1)+(x-1)
D EEFD = 41)
2. Utiliza el teorema del residuo para calcular el residuo de estas divisiones.
a) (x'"—2x*) =+ (x—1)
by (x’ —1)+(x—1)
¢) (—x*+101)+(x+1)
3. En la divisi6n del polinomio P(x) = x> +2x 4 k entre x — 3, el residuo da como resultado
0. ;Cuanto vale k ?
4. Halla cada producto empleando la férmula correspondiente.

a) (2a+3)?

b) (x—73) (x+3)

) (2m—y*)?

d) (7’;—5) (7§+2)
e) (%mn2—8y)2
HG+Y’

g) (%m+3n2)3

h) (u—6)(u—9)

D (3-5)(3+3)
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2
+3n

)
l) (a 3)?

m (75 -5) (75 +5)
n) (3m —2)(3m" +2)
i) (3m" —3)(3m" +6)

3y
0) (Z 1)

97 —






Factorizacion
X*+Ex+&=

x+2 Y%

5. FACTORIZACION

Definicién 5.1 Factorizacion
Factorizar una expresion algebraica es expresarla como producto de expresiones mds simples
llamadas factores de la expresion original.

En general la factorizacion de expresiones algebraicas puede ser muy complicada y nos limitaremos
estudiar algunos casos sencillos, que se derivan de las férmulas de los productos notables cuando se
leen de derecha a izquierda.

5.1 Factor comun

Factor comtn monomio y polinomio

Para hallar el factor comiin polinomio de un polinomio se encuentra el maximo factor comun
polinomio de los términos y se aplica la propiedad distributiva en sentido contrario. Para hallar los
factores comunes de monomios, debemos encontrar el maximo comun divisor de los coeficientes y
escoger las letras comunes con el menor exponente.

(Cudl es el factor comiin de 18x%y>z y 24x*y?z?
= Descomponemos en factores primos a 18 y 24 y hallamos el mdximo comun divisor
(m.c.d)
18=32y24=23.3,porlotanto el m.c.d=2-3=6
= Descomponemos la parte literal de los monomios y hallamos el mdximo comtn divisor.
La parte literal comin de menor exponente es x*y’z.
= De este modo, 6x2y?z es el factor comiin de los monomios dados.




5. Factorizacion

Factoricemos el polinomio x?yz + xy?z + xyz2. Todos los términos del polinomio tienen en
comin un término de la forma xyz; entonces, el polinomio factorizado queda:

xyz(x+y+2z)

Factoricemos el polinomio 5x(x? + 1)~4y(x?> + 1) — 9(x> + 1). El factor comtn es x> + 1,
entonces, la expresion factorizada queda:

Sx(+1) "4y +1) —9( +1) = (P +1)(5x—4y—9)

Factoricemos:
a) 3x® —6x+9 = 3(x* —2x+3). El factor comiin es 3.
b) (5x—2y)x* — (5x — 2y)6xy = (5x — 2y)(x? — 6xy). El factor comin es 5x — 2y.
¢) ¥ —y*=y*(»> —1). El factor comtn es y*.
d) 18x% +30x%y = 6x%(3 + 5xy).
) (x+1)°2+(x+y)2(x+1)? = (x+1)? [(x+ Dx* + (x+¥)] = (x+ 1)* (P +x7+x+y).
f) Sx(x+2)+ (x+2) = (x+2)(5x+1).

5.2 Factor comun por agrupacion de términos

Para factorizar agrupando términos:
i) Se asocian términos que tengan un monomio comun.
ii) Se factorizan estos términos buscando que queden polinomios comunes.
iii) Se factoriza el polinomio comun.

Factorizar el polinomio x> — 9x — x> +9:

X2 +9-9x
= Px—1)+9(1—x)
= PE—1)-9(x—1)
- -1 -9)

=9 —x+9

— 100 —
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Encontremos las dimensiones de un rectdngulo de drea x* + 3x> +x -+ 3.

A3 rx+3 = (H430)+(x+3)
= FO@+3)+(x+3)
= @+1DE+3)

Entonces, podemos colocar Base = x* + 1 y Altura = x+ 3.

Factorizar el polinomio 3m? — 6mn +4m — 8n:

3m? — 6mn+4m—8n

(3m? — 6mn) + (4m — 8n)
3m(m—2n) +4(m—2n)
= (m—2n)(3m+4)

Factorizar el polinomio 2x> — 4x — 3xy + 6y:

2x% —4x —3xy+6y = 2x°—3xy—4x+6y
= x(2x—3y)—2(2x—3y)
= (2x—3y)(x-2)

5.3 Trinomio cuadrado perfecto

x4 2xy 4y = (x+y)?

Una cantidad es llamada cuadrado perfecto si es el cuadrado de otra cantidad, por ejemplo 64 es el
cuadrado perfecto de 8 y 36x%y4 es el cuadrado de 6xy?. Un trinomio es cuadrado perfecto cuando
es el cuadrado de un binomio, es decir, el producto de dos binomios iguales. Asf, a?+2ab+b?esel
cuadrado perfecto de a + b porque :

(a+b)* = (a+b)(a+b)=a*+2ab+b*

Definicion 5.2 Trinomio cuadrado perfecto (TCP)
Un trinomio cuadrdtico es Trinomio Cuadrado Perfecto o TCP si tiene dos términos positivos

que son cuadrados perfectos y el otro término es el doble producto de las raices de los términos
cuadréticos.

Para factorizar un TCP, se procede de la siguiente forma:

— 101 —
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1. Verificar que el trinomio es TCP

2. Tomar las raices cuadradas positivas de los dos cuadrados perfectos positivos
3. formar el binomio de grado dos, que puede ser de la forma (x —a)? o (x+a)?, segiin el otro

término sea negativo o positivo, respectivamente

Factorizar x> — 6x +9. El trinomio es TCP porque:

= La raiz cuadrada de x es x.

= Laraiz cuadrada de 9 es 3.

= El doble producto de estas raices es 2(x)3 = 6x.
Luego nos queda que:

X2 —6x+9=(x—3)?

Factorizar x*> +2+/5x + 5. El trinomio es TCP porque:
= La raiz cuadrada de x2 es x.
» La raiz cuadrada de 5 es v/5.
= El doble producto de estas raices es 2+/5x.
Luego nos queda que:

X2 +2V5x+5 = (x+V/5)?

Factorizar 4x> — 8xy +4y?. El trinomio es TCP porque:

» La raiz cuadrada de 4x” es 2x.

= La rafz cuadrada de 4y” es 2y.

= El doble producto de estas raices es 2(2x)(2y) = 8xy.
Luego nos queda que:

2

Factorizar — — 3 + 9 El trinomio es TCP porque:
1
La raf drada de — es —.
= Laraiz cuadrada e4e52
b b

= [araiz cuadrada de ) es 3
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5. Factorizacioén

1 b b
= El doble producto de estas raices es 2 <2> <3> =3
Luego nos queda que:

1b+b2_1b2
4 379 \2 3)"°

5.4 Diferencia de cuadrados

2 2 _
"=y =(x+y)(x—y)
Para factorizar la diferencia de cuadrados, debemos extraer la raiz cuadrada positiva de cada cuadrado

perfecto y formar los factores, uno con la suma de las raices y el otro con su diferencia; es decir:
a®—b>=(a+b)(a—Db)

Factorizar x> — 4:
» La raiz cuadrada de x2 es x.
= La raiz cuadrada de 4 es 2.
Luego tenemos que:

x4—4:(x—2)(x+2)

Factorizar 1 —x2:
= Laraiz cuadradade 1 es 1.
» La raiz cuadrada de x2 es x.
Luego tenemos que:

1—x*=(1—x)(1+x)

. b
Factorizar i 1 1
= Laraiz cuadrada de — es 2
P b

= Laraiz cuadrada de 9 es 3
Luego nos queda que:

LB (1 b\(1 b
4 9 \2 3)\2'3
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A1 = (-1 +1)
x—DE+1)E>+1)

1612 — 81r2s* = (41)2 — (9rs?)? = (4t +9rs?) (4t — Irs?).

5.5 Trinomio cuadrado perfecto por adicién y sustraccion

Para factorizar por trinomio cuadrado perfecto por adicion y sustraccion se procede:

1. Se comprueba si el trinomio es cuadrado perfecto, extrayendo la raiz cuadrada al primer y
tercer término; las raices cuadradas de estos términos se multiplican por 2, y este producto se
compara con el segundo término del trinomio dado.

2. Si el segundo término del trinomio no es igual al producto encontrado, no es cuadrado perfecto.
En consecuencia, se procede a convertirlo en un trinomio cuadrado perfecto, de la siguiente
manera:

3. Se le suma al segundo término la diferencia que falta para que sea igual a producto encontrado
en la comprobacion del trinomio; y ademads, para que el trinomio dado no varie, se le resta
esta misma diferencia a todo el trinomio.

4. Por tltimo, se encuentra el resultado como en una diferencia de cuadrados perfectos.

Factorar x* + x>y* +y*
= Comprobar si el trinomio es cuadrado perfecto:

raiz cuadrada de x* = x2,
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raiz cuadrada de y* = y?.
El segundo término debiera ser 2(x?)(y*) = 2x%y?, comparando segundo término
2x%y?* — x2y? = x%y? lo que le falta
= Convirtiendo a trinomio cuadrado perfecto, sumando la diferencia que falta al segundo
término y restando la misma diferencia al trinomio dado, asi:
Gy = AP oy
— P2ty
(£ 222 1y — a2
= Factorando el trinomio cuadrado perfecto:

(x4 +szyz +y4) _xzyz _ (x2 +yz)z —x2y2
= Factorando la diferencia de cuadrados:
(@ +52)? =2y = (P +y + 1) (& +5* —xp)

Si ordenamos, la solucién serfa (x* +xy +y?)(x*> — xy +y?).

Factorar a* +a° + 1
= Se comprueba si es trinomio cuadrado perfecto:
raiz cuadrada de a* es a2,
raiz cuadrada de 1 es 1.
El segundo término debe ser: 2(a?)(1) = 24°.
» Se comparan los 2 términos: 24> — a® = 4 lo que falta.
= Se convierten a cuadrado perfecto (sumando lo que falta al segundo término y restando
la diferencia que falta al trinomio dado):
ad+d+1 = d'+d+1+d—a
= d'42P+1-4
(a*+2a°+1)-d*
= Factorando el trinomio cuadrado perfecto:

2

(@* 2 +1)—a*= (> +1)?*-a

= Factorando como diferencia de cuadrados perfectos:

(@*+1)?—a* = (a*+1+a)(a*+1—a)

So ordenamos, quedarfa asf (a*> +a+1)(a> —a+1).
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5.6 Trinomio de la forma x2'+ bx"+ ¢

Reglas para factorizar un trinomio de esta forma:

Se descompone el trinomio en dos factores binomios cuyo primer término serd la raiz cuadrada
del termino x*".

El signo del primer binomio serd el mismo signo que tenga el termino bx, el signo del segundo
binomio serd igual a la multiplicacién de los signos de bx y de c.

Si los dos factores tienen signos iguales entonces se buscan dos nimeros cuya suma sea igual
que el valor absoluto del factor b de bx y cuyo producto sea igual al valor absoluto del factor
¢, estos nimeros son los segundos términos de los factores binomios.

Si los dos factores tienen signos diferentes, entonces, se buscan dos niimeros cuya diferencia
sea igual que el valor absoluto del factor b de bx, y cuyo producto sea igual al valor absoluto
del factor c¢; el mayor de estos nimeros serd el segundo término del primer factor binomio y el
menor de estos nimeros serd el segundo término del segundo factor binomio.

Factorizar m? + 8m -+ 15:

= Primer paso: (m )(m ).
= Segundo paso (m+ )(m+ ).
= Tercer paso (m+3)(m+5).

Luego m?* +8m+15 = (m+3)(m+5).

Factorizar x% + 10x + 24:

= Primer paso (x )(x ).
= Segundo paso (x+ )(x+ ).
= Tercer paso (x+6)(x+4).

Entonces x> + 10x +24 = (x+6) (x +4).

Factorizar a®m* + am?® — 380:

= Primer paso (am? )(am? ).
= Segundo paso (am?+ )(am*+ ).
= Tercer paso (am? +20)(am?* — 19).

Entonces a’m* +am? — 380 = (am® +20) (am® — 19).
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Factorizar x° — 21x*m + 98m?:
= Primer paso (x* )(x*).
» Segundo paso (x*— )(x*— ).
= Tercer paso (x> —7m) (x> — 14m).
Luego x® —21x3m +98m? = (x> — Tm) (x> — 14m).

Factorizar x* — 2x — 24:

= Primer paso (x? )(x? ).

= Segundo paso (x2— )(x>+ ).

= Tercer paso (x> —6)(x*> +4).
Entonces x* —2x — 24 = (x> — 6) (x> + 4).

5.7 Trinomio de la forma ax?'+bx"+c

Se procede a factorizar de la siguiente forma:

1. Una vez ordeado el trinomio se multiplica el primer coeficiente con el término independiente.

2. Se procede a conseguir dos nimeros que multiplicados den el producto anterior y cuya suma
sea el segundo término.

3. El segundo término se descompone en la suma de los dos términos hallados.

4. Se factoriza por factor comin por agrupacién de términos.

Factorizar 2x” 4 3x — 2:
= Multiplicamos primer coeficiente (2) y término independiente (—2); 2(—2) = —4.
= Hallamos dos nimeros que multiplicados den —4 y sumados den 3; ellos son 4y —1.

3x
> _ o —N—
2 +3x—2 = 2x"+4x—x—2
= (2 +4x)+(—x-2)
= 2x(x+2)—(x+2)

= (x+2)(2x—1)
Es decir, 2x> +3x—2 = (x+2)(2x— 1)

— 107 —



5. Factorizacion

Factorizar 3x% — 5x — 2:

= Multiplicamos primer coeficiente (3) y el término independiente (—2); 3(—2) = —6.
= Hallamos dos niimeros que multiplicados den —6 y sumados den —5; ellos son —6y 1.

n
—5x

332 —5x—2 = 3>+ —6x+x—2
= (3 —6x)+ (x—2)
= 3x(x—2)+(x—2)
= (x—=2)Bx+1)
Es decir, 3x2 —5x—2 = (x —2)(3x+1).

Factorizar 5x* + 13x2 — 6:

= Multiplicamos primer coeficiente (5) y término independiente (—6); 5(—6) = —30
= Hallamos dos nimeros que multiplicados den —30 y sumados den 13; ellos son 15 y
—2.

13
/—/;
Sxt 152 —2x° -6
= (5x* 4+ 15x%) 4 (—2x* —6)
= 5% +3)—2(x*+3)
= (P®+3)(5x*-2)
Es decir 5x* 4 13x% — 6 = (x? +3)(5x* - 2).

55 +13x2—6

5.8 Cubo perfecto de binomio

X +3x%y + 302 £33 = (x££ y)?

Para reconocer este producto notable se deben tomar en cuenta los siguientes puntos:

Debe tener cuatro términos, y estar ordenado con respecto a una letra.

Dos de sus términos, el primer (x*) y el cuarto (y*) deben poseer raiz ctibica exacta.

El segundo término debe ser igual al triple producto del cuadrado de la raiz ctibica del primer
término por la raiz ctibica del cuarto término (3x%y).

El tercer término debe ser igual al triple producto de la raiz cubica del primer termino por el
cuadrado la raiz ctbica del cuarto término (3xy?).

El segundo y el cuarto término deben tener el mismo signo y puede ser positivo o negativo, el
primer y tercer término siempre son positivos (si el primer y tercer término son negativos, se
procede a realizar factor comtn con el factor —1).
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= Si todos los términos son positivos, el resultado es el cubo de la suma de dos cantidades
(x+ y)3, cubo perfecto de binomios (cuatrinomio); si hay términos negativos, el resultado es
el cubo de la diferencia de dos cantidades (x — y)3.

Factorizar 27a> — 8b> — 54a°b”.
= Ordenamos el polinomio 27a’ — 54a’b? 4 36ab* — 8h°.
= Raices ciibicas del primer y cuarto termino:v/27a3 = 3a y V8D = 2b2.
= Calculamos los productos en el segundo y tercer término :3(3a?)(2b%) = 54a’b* y
3(3a)(2b%)? = 36ab*
» Resultado (3a —2b%)3.

Factorizar 1+ 12a +48a® + 64a°.

= El polinomio ya estd ordenado: 1+ 12a + 48a* + 64a>.

» Raices cubicas del primer y cuarto termino:v/1 = 3a y v/64a® = 4a.

» Calculamos los productos en el segundo y tercer termino :3(1%)(4a) = 12a y
3(1)(4a)? = 484.
Resultado (1+4a)3.

5.9 Suma o diferencia de cubos perfectos

X Ey = (x£y)(F Fay+y°)
La factorizacidn se procede asi:
= La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores: el primero es la suma de sus
raices cubicas, y el segundo se compone del cuadrado de la primera raiz menos el producto de
ambas raices mds el cuadrado de la segunda raiz.
= La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores: el primero es la diferencia
de sus raices ctibicas, y el segundo se compone del cuadrado de la primera raiz mas el producto
de ambas raices més el cuadrado de la segunda raiz.

Factorizar 27a> — 8b°:
= Raices: V27a3 = 3a 'y v/8b° = 2b2.
= Productos: (3a)? = 94%, (3a)(2b%) = 6ab? y (2b%)> = 4b*.
= Resultado: (3a — 2b%)(9a” + 6ab” 4 4b*).
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Factorizar 64m> + 125n°.

» Raices: vV64m3 = 4m 'y v/125n5 = 5n2.
= Productos: (4m)* = 16m?, (4m)(5n%) = 20mn> y (5n%)> = 25n*.
= Resultado: (4m + 5n%)(16m* — 20mn? 4-25n*).

Factorizar 8(m +n) — 1000:

= Raices: V/8(m+n)3 =2(m+n)y v/1000 = 10.
= Productos: (2(m+n))? = 4(m+n)?, 2(m+n)(10) = 20(m+n) y (10)> = 100.
= Resultado: [2(m+n) — 10] [4(m+n)* 4 20(m+n) + 100].

5.10 Suma o diferencia de dos potencias iguales

X'y (x4 y) (@ =2y +x" 32 — 4+ 1) Sines impar
K=y = () =y X"y — 4y 1) Sines par

Pasos para suma o diferencias de dos potencias iguales:

1.

10.

Clasificar la expresion en positiva o negativa y en par o impar (si son positivas y pares no se
pueden realizar por este método).

. Se hallan las raices de cada término.
. Se coloca el primer factor, el cual es un binomio cuyo primer término es la raiz del primer

termino dado, y el segundo término es la raiz del segundo termino dado.

. El signo del primer factor (binomio) serd el mismo que tiene la expresion dada.
. Se crea el segundo factor (un factor polinomio) en el cual existird un nimero de términos igual

al exponente de la expresion dada (los siguientes pasos son solo para el segundo factor).

. En cada término, se multiplicard el término de la izquierda por el término de la derecha de la

expresion dada.

. En el primer término del factor polinomio el factor de la izquierda tendra un exponente igual a

n— 1y el factor derecho tendrd un exponente de cero.

. Para los exponentes de los siguientes términos, en el caso del factor de la izquierda irdn

disminuyendo en una unidad y los del termino de la derecha, irdn aumentando también en una
unidad (si se suman los exponentes de los dos términos, siempre serd igual a n — 1).

. Si el binomio es negativo, todos los términos del polinomio son positivos: si el binomio es

positivo impar, los signos del polinomio se alternardn (4 o —) comenzando por el (+).
Cuando en el polinomio, el exponente del término de la derecha sea igual a n — 1, damos por
terminada la respuesta.
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a)
b)
c)

d)

Factorizar m

8 _ 8.

Clasificacién m® — n® Expresién negativa par.

Raices WzmyW:n.

Binomio (m —n).

Polinomio [m7n0 +mOn' +mn® +m*n® +mPn® + mPn* + m?n® + mn® + m0n7] .
Respuesta (m —n)(m” +m®n' +mn? +m*n® + m3n* + m*n® + mn® +n").

Factorizar m® + n°:

Clasificacién m’ 4+ n° Expresién positiva impar.

Raices WzmyW:n.

Binomio (m+n).

Polinomio [mgno +m’n' +mbn? + mPn3 + m*n* + m3nd + mPn” +mn’ + mong] .
Respuesta (m +n)(m® —m’n' +mn* — m>n® + m*n* —m®n® + m?n’ —mn” +n¥).

9x? + 12xy +4y* = (3x)% +2(3x)(2y) + (2)% = (3x+2y)>.

8128 —90Z3w? +25w* = (92%)% — 2(92%) (5w?) + (5w?)? = (92 — 5w?)2.
Factoricemos el trinomio x> + 3x — 4.

Debemos tener x> +3x —4 = (x+a)(x+b) = x> + (a+ b)x + ab, luego, tenemos que
buscar dos nimeros a y b tales que a + b = 3 y ab = —4. Facilmente, encontramos que
a=4y b= —1.En consecuencia:

P 43x—4=(x+4)(x—1)

Factoricemos el trinomio 6x> + 11x — 10.

Debemos tener 6x> + 11x — 10 = (ax + b)(cx +d) = acx? + (ad + bc)x + bd. Luego
tenemos que buscar nimeros a,b,c y d tales que ac = 6,bd = —10 y ad + bc = 11.
Observamos que a y ¢ son positivos y que b y d son de signos opuestos. Por ensayo y
error, llegamos a la combinacién correcta:

6x> +11x— 10 = (2x+5)(3x — 2)

La factorizacion de este trinomio también puede efectuarse reduciéndolo a un caso



similar al de la parte c), que es mas sencillo. Veamos cémo se procede.

1
6x* 4+ 11x— 10 = 6[(6x)2+ 11(6x) — 60]

1
= 6(u2+ 11u—60),  donde u=6x
1
= 6(u+15)(u—4)
1
= 6(6x+15)(6x74)

_ (6’“3”5) (6"2_4) = (2x+5)(3x—2)

e) Factoricemos el trinomio 4x? — 4xy — 3y?.
Procediendo como en el ejemplo anterior, tenemos:

1
4x* —4xy —3y* = 7 [(4x)2 —4y(4x) — 12y2]
1
= Z(u2 —4yu—12y*), donde u=4x

= (- 6)(ut2)

= %(4x —6y)(4x+2y)

_ (4";@) (4";2y) = (2x—3y)(2x+y)

Algunas veces, hay necesidad de agrupar o manipular convenientemente los términos
para poder factorizar las expresiones, como en el ejemplo siguiente.

f)
43 44x® —9x—9 = (4 +4x?) — (9x+9) =4 (x+1) = 9(x+ 1)
= (4> —9)(x+1) = (2x—3)(2x+3)(x + 1)

g)
@ —a’b—ab® +b° = (a® —a*b) — (ab® — b*) = a*(a—b) — b*(a—b)
= (@®—b*)(a—b)=(a—Db)(a+b)(a—b)
= (a+b)(a—b)*
h)

VAa=y 14y’ — 4y’ 1 4=y 447 +4) - 4y?
= (P +2) 4" = (P +2-2) (" +2+2y)

27a® + 8b° = (3a)® + (2b)* = (3a+2b)((3a)* — (3a)(2b) + (2b)?)
= (3a+2b)(9a* — 6ab +4b°)

12



i)
(t4_rs>3 —125y% = <t4_rs —5y> ((r4—:)2+ (t4_rs) (5y)+(5y)2>

Ejercicios 5.1

1. Factorizar: i) 36r% —25¢2
a) rs+4st 0) 7* —64w*
b) 3a*b* —6a*b p) 64x3+27
¢) 15x3y° —25x*y? + 1045y* q) 125—-27x3
d) 8x* —53x—21 r) 2ay* — axy + 6xy — 3x*
e) x*+3x+4 ) 3x°+3x2 —27x—27
f) 6x*+7x—20 ) xt+2083 —x—2
g) 4u® —2uv u) a®—b°
h) 10xy + 15xy? v) X2 44dx+4—9y°
i) 16x°y? 4 8x3y w) Y0 +7y3 -8
7 12173 5% + 77725 — 55453 x) x16—1
k) 7x*+10x—8 y) 4x3 +4x2 42
D 12x>—x—6 7) X2 —4y* —6x+9
m) 9x? +24x+ 16 al x®—16
n) 1622 —56z+49 a2 6wd+ 17wt + 12

2. El perimetro de un triangulo rectangulo es 5m? + 8m + 6. Un cateto mide m* +3m+1yla
hipotenusa, 3m?+4m+ 1. Calcula el valor del tercer lado.
3. Halla dos polinomios cuya suma sea cada uno de los siguientes polinomios:

a) 2y—5
b) —5x° —6x° +17x
¢) 3m*+2n—6

d) —ga3b2 = §a2b3
4. Ellado de un rectdngulo se representa con el polinomio x+ 3y el otro lado, con el polinomio
3x+ 1. A partir de esta informacién, determina:
a) El érea del rectangulo en términos de x.
b) El perimetro del rectangulo

¢) El drea del rectangulo si x = X
d) El perimetro del rectdngulo six =6
5. Miguel compré una CPU para su computadora. si cuenta con espacio de drea 100x> +24x—8
y sabe que las dimensiones de la CPU son largo:10x + 3 y ancho: 10x — 1. ; En este espacio
cabe la CPU?
6. Calcula el area de una tableta con dimensiones 3x+4 y 3x+ 1.
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7. El volumen del prisma trapezoidal de la figura 5.1 estd dado por 60x>y +280x2y>, 1a longitud
de un lado de la base es 20xy. Calcula el area de la cara frontal.

Figura 5.1: Prisma trapezoidal.

8. El volumen del prisma de la figura 5.2 estd dado por 40x> +50x3y, la altura 4 es 10x. Calcula
el drea B de la base.

B
==

Figura 5.2: Prisma recto.

9. Encuentra el volumen de las cajas I, I1 y I1I de la figura con objeto de establecer la férmula
de la diferencia de dos cubos para el caso especial x > y. (Ver figura 5.3)

Figura 5.3: Grifica del ejercicio 9.
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6. FRACCIONES ALGEBRAICAS

Definicion 6.1 Fraccion Algebraica
Una fraccion algebraica es el cociente de dos expresiones algebraicas. Si la fraccion algebraica
es el cociente de dos polinomios, la llamamos una fraccion racional

32 —5c+1 Tx—Va2—5  S%y-X 462  Ja—1
2x+7 x%-i-l ’ 2xy—yt T x—/x

La primera y tercera son fracciones racionales.

La mayoria de las fracciones que consideramos son fracciones racionales en una sola variable. Como
la division por cero no es posible, siempre que tratemos con fracciones, supondremos implicitamente
que los denominadores son diferentes de cero.

6.1 Simplificacion de fracciones racionales

Loa. . A, . .
La expresion — indica la divisién de a entre b. El simbolo a se llama numerador y el simbolo b,

denominador de la fraccidén; de cada uno, se dice que es un miembro de la fraccion.

En el trabajo con fracciones, se acostumbra a simplificarlas hasta donde sea posible, de tal
manera que obtengamos fracciones donde el numerador y el denominador no tengan factores
comunes. El principio bésico para simplificar fracciones es la siguiente relacion:

— == si z#0
y
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Este principio, nos indica que podemos cancelar los factores comunes distintos de cero que aparecen
en el numerador y el denominador de una fraccién.

6.1.1 Simplificacion de expresiones racionales por eliminacion

Una expresion racional esa simplificada o reducida a su minina expresion si el numerador y el
denominador no tiene factores polinomiales comunes de grado positivo ni factores enteros comunes
mayores que 1. Para simplificar una expresion racional, se factoriza numerador y denominador y
suponiendo que los factores del denominador no son cero, se cancelan los factores comunes. En
otras palabras, la minima expresion de una fraccion o la expresion simplificada es aquella en la cual
el numerador y el denominador no tienen factores comunes. Por tanto, para reducir una fraccién a su
minima expresion o simplificar la fraccion, se factorizan primero el numerador y el denominador y
luego, se divide cada uno de ellos entre cada factor que les sea comtin.

Simplifiquemos algunas fracciones:
1 3w? — 8w+ 4 _ (3w—2),(,w»47z 3w—2
T 2wr—w—6  (2w+3)(w—2] 2w+3
5 w4 —6u  fu—2y(u+3) u+3
w3 =3P+ 2u fw—2J(u—1) u-—1
3 @ —a‘c—ab*+b'c  d'la—c)—b*(a—c)  (a*—b')a—7)
" at—ddc—a?b? +ab’c a*(a—c)—ab*(a—c) (a® — ab?)(a—c)
(2=T7)(a*+b%) > +b°
al@>—bv*) a

Simplifiquemos mas fracciones:
22 +5x—3  (2x—1)(x4+3) 2x—1
D =15 (=53] x=5
p oY ety  _ xby
B—y (2 +xy+y2)  x2+xy+y?
o +y) (P =y ATy +ay+y?) 2 +ay+y?)

C) = =

(=) —=y?) Le—=7](x = y) A7) x—y

Algunos errores muy frecuentes en la simplificacion de fracciones se presentan por aplicacion de las
siguientes férmulas incorrectas:
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Fry _
X+z z
Aty =y Simplificaciones incorrectas
X
+
x ; Y iy

6.1.2 Producto de fracciones

El producto de dos fracciones % y 2 se define como:
a c_ac
b d bd

Haciendo en la expresion anterior ¢ = d = n, se tiene:

a n an
b n bn
. n
sin embargo, como — = 1, entonces:
n

a a
——.1==
b b

SR
NN

Por tanto, si cada miembro de una fraccién se multiplica o se divide por una misma cantidad diferente
de cero, el valor de la fraccion no cambia, es decir:

an _a
bn b
3_35 1
4 4.5 20
8 _ 8x2 4
10 102 5
a3bz_a3b2 a3b_b
a*b  d*b+=d’b a

Podemos, en consecuencia, escribir que:

a_ a-(=1) —a

b b-(-1) —b
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Ademas
a_ —a _a
b b —b
Se observa que en una fraccion se pueden cambiar simultdneamente los signos del numerador y del
denominador sin alterar el valor de la fraccion. No obstante, si se cambia el signo del numerador o el

signo del denominador, se debe cambiar entonces el signo que precede a la fraccién.

a—2_ B
a—3 o —

Simplifica la siguiente expresion:

P 4+2x—3 3x+12
xX24+8x+16 x—1

Debemos factorizar numeradores y denominadores y luego multiplicar las fracciones. Final-
mente simplificamos los factores a los que halla lugar.

K¥+2x—3 3x+12  (x—1)(x+3) 3(x+4)
248 +16 x—1 (x+4?2 x—1
3x—1)(x+3)(x+4)
(x—1)(x+4)?
3(x+3)
x+4

Simplifica la siguiente expresion:
¥ —6x+9 2x—2
x2—1 x—3
Debemos factorizar numeradores y los denominadores y luego, multiplicar las fracciones.
Finalmente simplificar los factores a que halla lugar.

X—6x+9 2x—2 (x—3)? 2(x—1)
2—1 x-3  (@=DE+1) x-3
(x—3)2(x—1)
(x—=1)x+1)(x—3)
2(x—3)
x+1
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6.1.3 Division de fracciones

. . a c
El cociente de dos fracciones 5 y 7 se define como:

a.c_ad_d
b d b c bc
o también:
b_ad
Z T od
2,3_5_28_16
5°8 3 53 15
21d* 50424 (21d%) (5256°d%)  (7-3-d%)(7-3-5°b°d°)
25303 T 525B3d3  (25¢3D3) (504c2d2h5)  (52-¢2-b3) (7-23-32- c2d%bD)

72.32.52.47.p3 . 7-d° B 7d°
7.23.32.52.65p842 T 23.055.p5 T 8c5h3

Simplifica la expresion:

x—4 ;x2—3x—4
x2—4 " x2+5x+6

De forma andloga que en la multiplicacién primero se factorizan los numeradores y denomi-
nadores y luego, se realiza la division por dltimo simplificamos eliminando los factores que
sean necesarios.

x—4  x*-3x—4 x—4 L =4)E+1)
P-4 245x+6 (x=2)(x+2) " (x+2)(x+3)
x—4 (x+2)(x+3)

(
(x—2)(x+2) (x—4)(x+1)
(x—4)(x+2)(x+3)
x=2)(x+2)(x—4)(x+1)
x+3
(x—=2)(x+1)
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x+2 -4 x+2 | (x+2)(x-2)
2x—3 " 2x2—3x 2x—3 " x(2x-3)
x+2  x(2x-3)
-3 (x+2)(x—2)
(x+2)2(2x—3)
(2x=3)(x+2)(x—2)

B X
Tox=2
5 3 5 (3)(h=3)  h(k=9) .
h*—=9 hk—9h B’ —3h" “Tkx—9) " k(hi3) :(h+3)(h—3).h(k—9). k :E

K—9k hk+3k k3 P03 k(k—9)  k(h+3) K2(h—3) h
3

6.1.4 Minimo comun multiplo

El minimo comin multiplo (MCM) de un conjunto de polinomios es el polinomio de menor grado y
con los minimos coeficientes enteros que sea divisible entre cada polinomio del conjunto.
Para determinar el MCM de varios polinomios, se procede de la siguiente manera:
1. Se factorizan los polinomios.
2. Se escribe el MCM de los coeficientes de las expresiones, teniendo en cuenta los factores
hallados en el paso anterior.
3. Se escogen los factores repetidos.
4. Si existen factores repetidos, se escoge el de mayor potencia.

1. El MCM de 3x; 4x2y; 8x5y2; 36x* es = 72x5y2.
2. EIMCM de 2(x —y):3(x+y); (x—)? es 6(x —y)>(x +).

Halla el MCM de x* — 2xy +y?; x> — 2xy +y%; x% + 2xy +y%; x% — y2; x2 — 3xy + 2y%; 242 +
3xy + 2.
Factorizamos cada uno de los polinomio dados:

= =2y = (x—y)> = (x—y)(x—y).

» P42y +y? = (x+y)r = (x+y)(x+Y).

= =)= (x+y)(x—y).
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202+ 3xy+)? = (2x+y) (x+).
n 2 —3xy+2y=(x—2y)(x—1).
Aplicando el procedimiento descrito se tiene que el MCM es (x —y)?(x +y)?(x — 2y)(2x + ).

6.1.5 Adicion y substraccion de fracciones

La suma (o diferencia) de dos o mds fracciones de igual denominador es una fraccién que tiene
como numerador la suma (o diferencia) de los numeradores y como denominador, el mismo de las
fracciones.

AL 3 _AH6=9_ J
77 71 1 17
2c 3¢—4 5-Tc¢ 2c+Bc—4)—(5-T7c) 2c+3c—4—-5+T7c 12¢—9
[] + — = = =
a+b a+b a+b a+b a+b a+b

Si las fracciones que van a sumarse (o restarse) tienen diferentes denominadores, se procede asi:

= Se halla el MCM de los denominadores.

= Se transforma la fraccidn en una fraccién equivalente cuyo denominador serd el MCM hallado.
Esta fraccion equivalente se obtiene al multiplicar los dos miembros de cada fraccién por el
cociente que se obtiene al dividir el MCM de los denominadores entre el denominador de cada
una de las fracciones.

= Se realizan las operaciones considerando ahora las fracciones como fracciones con igual
denominador.

Realiza las sumas de las siguientes fracciones algebraicas.

X2 —2xy y X

32—%) | 6x—6y  4xtdy

Factorizamos primero los denominadores En este caso, se tiene:

X2 —2xy y X

3y (E—y)  6(—y) Ax+y)

El MCM de estos denominadores es 12(x+ y)(x —y). Ahora, transformamos cada una de las
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fracciones en una fraccién equivalente, asf:

- [ (8) [l () -] G655)

[ 4(x? —2xy) ] [ 2(x+y) ]_{ (x—y)x ]
12(x+y)(x—y) 12(x+y)(x—y) 12(x+y)(x—y)
4(x? — 2xy) +2(x+y)y —3(x—y)x
12(x+y)(x—)
4x2 — 8xy + 2xy + 2y — 3x% + 3xy
12(x+y)(x—y)
)c2—3’xy—i-2y2
12(x+y)(x—y)
X% —3xy+2y?
12(x+y)(x—y)
(x=2y)(x—y)
12(x+y)(x—y)
x—2y
12(x+y)

Simplifica:
x—4a x-—2 1
2ar 52 or
El MCM de 2ax, 5x* y 10x es 10ax?, entonces:
x—4a x-2 1 (x—4a)(5x) (x—2)(2a)  I(ax)

2ax 52 T1ox (2ax)(5x) (5x%)(2a)  10x(ax)
Sx(x—4a)+2a(x—2)+ax
10ax?
5x% — 20ax + 2ax — 4a+ ax
10ax?
5x% — 17ax —4a
10ax?

Resuelve la operacién:
3x—y x+ 3y 1
2=y R243xy+207 x+2y
Factorizamos primero los denominadores; en este caso, se tiene:
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3x—y - x+ 3y 1
(x+y)(x—y) (x+y)(x+2y) x+2

El MCM de estos denominadores es (x+y)(x —y)(x+ 2y). Ahora, transformamos cada una
de las fracciones en una fraccion equivalente, asi:

- [ 53) - eem] () - [=5) (Gey)
[ (3x—y)(x+2y) }_[ (x+3y)(x—y) ] [ (DE+y)(x—y) ]
(x+y)(x—y)(x+2y) (x+y)(x—y)(x+2y) (x+y)(x—y)(x+2y)

(Bx—y)(x+2y) = (x+3y)(x—y) — x+y)(x—y)
(x+y)(x—y)(x+2y)

3x% +5xy —2y% —x% — 2xy+3y7 — x> 4?2
(x+y)(x—y)(x+2y)

x? + 3xy +2y?
(x+y)(x = y)(x+2y)

x? + 3xy +2y*
(x+)(x—y)(x+2y)

(x+2y)(x+y)

(x+)(x—y)(x+2y)
1

-y

3 (x—2)(x—1) 3
x—1 x—1 +x—1
(x=2)(x—1)+3

x—1
x> —3x+2+3
x—1

x> —3x+5
x—1

— 123 —



6. Fracciones Algebraicas

1 o 1 o 1
3x+3 2x—2 x2-—-1

Factorizamos los denominadores:
= 3x+3=3(x+1)
m 2x—2=2(x—1)
s 2 —1=(x+1)(x—1)
Luego, el MCM es 6(x+ 1)(x— 1). Por lo tanto:

1 1 1 1 1 1

%13 2%—2 2=1 _ 3G+D) 2G-1) @ G=DE+1)
O 1QE-1) 13)(x+1) 1(6)
T 3G+ 1020—1)  2—13GE+1) | x—D)(E+1)6

2x—1)+3(x+1)+6
6(x+1)(x—1)
2x—2+3x+3+6
6(x+1)(x—1)
Sx+7
6(x+1)(x—1)

6.1.6 Fracciones complejas

Si el numerador o el denominador de una fracién, o ambos, contienen a su vez fracciones, la fraccion
se llama fraccion compleja.
Por ejemplo:

x Ax o 2y
3 1+ ) Ty
2 2_ 212
= X _ y
5 3 2—y?

Para reducir una fraccién compleja a una simple, se aplican los procedimientos descritos en las
operaciones que aparezcan en cada uno de los miembros de la fraccion compleja.

Simplifica la expresion:

[l
y
xX+y

Realizamos la suma en el numerador de la fraccién compleja; en este caso, se tiene:
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X ytx
1+y _ y
x+y x+y

. y+x
y(x+y)
. 1
y

1
1_x+1

Realizamos las operaciones de cada uno de los miembros:

a1 x—1
= 1+ 0

1 x+1

T —
- x+1-1
x—1

==

x+1
X

x+x—1
x+1
2x—1
x+1

Simplifica la siguiente fracciéon compleja.

2 1
Xty x—y
4x—y) x+y
x+y  x-y

Realizamos las operaciones de cada uno de los miembros; en esta caso, el MCM de estos
denominadores es (x +y)(x —y). Ahora, transformamos cada uno de los miembros de la
fraccion compleja en fraccidnes equivalentes, asi:
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== RE-EE
o RIE-EE)

[4(x—y) (x—y)— (x+y) (x+y) }
(x+y) (x+y)

[4x2—8xy+4y2— 2_2xy—y? i|

(x+y) (x+)
2x—2y—x—y

4x2 — 8xy + 4y? — x% — 2xy —y?

x—3y
3x2 — 10xy + 3y?

x—3y
(B3x—y)(x—3y)

1

3x—y

Ejercicios 6.1

1. Hallar el minimo comtin miltiplo de las siguientes expresiones:
a) 9x2;6xy4; 12x5y
b) X2 4+5x+6;x2+3x+2;x+2
¢) a—b;3b—3a;a®> —b*,—5a—5b
d) 2 =2x+1;x2—1
e) 9x%y;6xy*; 12x°y
1) X5 +6;x2+6x+9;x2 +3x+2;x+2
g) 6x° —6y>;x% +xy+y*2x —2y
h) x®—1;x24+3x+2
2. Simplifica las siguientes expresiones:
2 +x

x*t—1
m?—

a)

9

Om —m3
ax+ by
ax® + bxy
X2 —9x
x3 —6x%+9x
x4 2x3 — 342
X 4+2x3+2x2 +10x+ 15

b)

d)

e)
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3 X 4

x—1 x+l+x2+l
xfl_‘_ 3 3x+4 x+2
x+2 x—2 xX24+4x+4 x*—4
2 —2x+3 2x+3

x—2 x+5

) x+2; x—1 X
D T 3 2+l
. 1 1
) x—|—l. x—;

4
k) <x—x>—(x+2)

)

) X2 —9x
x3 —6x24+9x
) x> —19x—30
) Tl
x3—3x2—10x
) X2—2x—3
o) L2
x2—x-2
) X2 —5x+6
e
xX2—Tx+12
x+2 1
%) B-1 x—1
x+2 24
p)

C+dx+4 B+8

Las preguntas 3 a 22 son de seleccién mudltiple con unica respuesta. TIPO 1. Este tipo de
preguntas consta de un enunciado y cuatro opciones de respuesta identificadas con las letras
a,b,c,d . Lee detenidamente cada pregunta y selecciona la respuesta correcta.

. Vx € R tenemos que 0, 2x representa:

a) 2% de un nimero real.

b) un incremento del 20 %.

¢) 0,2% de un nimero real.

d) 20% de un nimero real.

. Si x es el precio de un producto cualquiera, entonces, la expresion 0, 9x representa:
a) el descuento del 10% en el producto.

b) el descuento del 90 % en el producto.

¢) el costo del producto con un descuento del 10 %.

d) el costo del producto con un descuento del 90 %.

. El triple de la edad de Juan, donde la edad de Juan es P, se representa:
a) 3°.

b) P3.

c) 3P.

d) P+3.

.SiP= 3x2y, entonces:



a) P=12,conx=1yy=2.
b) P=72,conx=2yy=2.
c) P=24,conx=2yy=2.
d) P=3,conx=1yy=0..
7. El perimetro de un cuadrado de lado x+ 1 es:
a) x24+2x+1.
b) 4x+4.
c) 2x+2.
d) x2—1.
8. El area de un rectangulo de base x — 2 y alto x+ 3 es:
a) 4x+2.
b) x> —6.
c) X*+x—6.
d) 2x+1.
9. El drea de la figura 6.1 estd dada por la expresion:

Figura 6.1: ;Cudl es el drea del poligono?

a) 2x>+3xy.
b) 8x+2y.
¢) 3x%+3uxy.
d) 4x+y.
10. El volumen de una esfera es cuatro tercios de 7 por el cubo del radio y el volumen del
cono es un tercio de 7 por el cuadrado del radio por la altura. De acuerdo con lo anterior, el
volumen completo del helado de la figura 6.2 estd dado por la expresion:
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Figura 6.2: ;Cudl es el volumen que ocupa este helado?

4 s 1 5
a) gnr + gnr h.
b) %nrz (4r+h).
c) %mz (2r+h).
d) gmﬁ + %mﬂr..
11. ;Qué valor debe tomar K para que el polinomio x> — 2x+ K sea divisible? por x+ 3?
a) —5.
b) 5.
c) 15.
d) —15.
12. Se determina que por cada x hombres y por cada y mujeres, el drea de una sala debe ser
V = 5x+ 5y +3x% + 3xy. Las dimensiones que debe tener la sala son:
a) 8x2y 8xy.
b) x+yy5+3x.
c) 5(x+y)y3x(x+y).
d) x(5+3x) y y(5+3x).
13. Vn € N tenemos que:

¥ =y = (=) (T Ty ey T )

entonces, aplicando la anterior expresién a x* — y*, nos queda que ésta es igual a:
a) (x—y) (@ =y +xy’ =)
b) (x—y)(¥ + 2y +x2 +)7%).
©) (x=y)(x+y) (¥ +y?).
d) (x—y)(x+y).
14. Si el volumen de una cajd esta dado por la expresién 2x*> — 3x — 2, podemos concluir que:
a) La caja tiene forma de cubo.
b) La altura estd dada por 1, el ancho esta dado por x —2 y el largo es 2x + 1.
¢) La altura estd dada por 0, el ancho esta dado por x —2 y el largo es 2x+ 1.
d) La caja tiene altura de 2x2, el ancho esta dado por 3x y el largo es 2.
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15. Dado que el area de un cuadrado esta dada por:

DZ
Acuadrado = 7 ’

donde D es la diagonal del cuadrado y el drea del circulo esta dada por

D2

ACirculo = ”Ta

donde D es la diagonal del circulo; de la figura 6.3, tenemos que el drea sombreada es:

Figura 6.3: Cuadrado inscrito en una circunferencia o circunferencia circunscrita con un cuadrado.

a) 16(mw —2) puesto que el valor de R = 4.
b) R*(z —2) puesto que resulta de la operacién 2R> — TR,
¢) Imposible de calcular puesto que se desconoce el valor del lado del cuadrado.
d) R*(m—2) puesto que resulta de la operacion Acicuio — Acuadrado-
16. El drea de un circulo estd dada por la expresion:

2
Acirculo = Tna-,

donde a es el valor del radio del circulo. De acuerdo con lo anterior, el drea de la regién
sombreada estd dada por:

Figura 6.4: Circulos concéntricos
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17.

18.

19.

20.

a) T(R—r)

b) T(R—r)(R+7)
c) R2—r?

d) n(r*—R?)

En el paralelepipedo de la figura 6.5, se tiene que a = x> +3, b =x>+1y c=x*>+2. Si
el volumen de un paralelepipedo esta dado por Volumen=(Largo)(Alto)(Ancho), es decir,
V =a-c-b; entonces, el volumen de la figura 6.5 es:

— :\/b

Figura 6.5: Paralelepipedo retangulo.

a) X0+ 6xt +11x%+6
b) 3x2+6
c) X+6x2+11x+6
d) x°+6
Se define el perimetro como la suma de los lados de una figura plana cerrada. Si un

1 1 1
rectangulo mide T +2 de largo y 7 + 5 de ancho, su perimetro sera:
1 5
24z 1
a) % 6x +5 8x+
b) —x*+=
) 2x + )
c) x+5
1, 5
d) —x"+ Zx +4
X
Se define el drea de un rectangulo como el producto de su base por la altura. ;Cual serd el

1 1
drea de un rectangulo cuya base es §x3 — 1 y su altura es §x3 +1?

De acuerdo con la figura 6.6, el cual tiene un cuadrado incrito en otro cuadrado; podemos
decir que:
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Figura 6.6: Cuadrado inscrito en otro cuadrado.

a) ¢> = a®>+b?, dado que el 4rea total del cuadrado es igual a la suma de las 4reas de los
cuatro tirdngulos y el cuadrado de lado c.

b
b) ¢ =a?+b? dado que (a+b)>=c?+4 (L;) representa las equivalencias entre las
areas de la figura 6.6,
¢) ¢z =a*+b?% dado que sia=4,b =3y c=35, se verifica la igualdad.
d) ¢ = a*+ b2, dado que 2 < a®+ b2, es decir el drea del cuadrado de lado a+ b es
mayor que el drea del cuadrado de lado c,

21. (Cudles de los siguientes enunciados equivale a (a+b)~'?
a) a l4+b 1.

b .
) a+b
c) (l—a)1+ (=b).
22. El drea de una lamina rectangular esta dada por Base-Altura, Si la base mide 2x y la altura
mide la mitad de la la base, ;cudl es el drea de la lamina?
a) ))CCZ
b) =
) 2
c) 8x?
d) 2x2

“Para que una expresi6n a sea divisible por otra expresion b, al efectuar la divisién 7, el residuo debe ser cero.
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Por favor, deja de

pedirnos que encontremos
a tu %, ella no regresaré

7. ECUACIONES

7.1 Ecuaciones. Ecuaciones de primer grado
7.1.1 Conceptos basicos
Definicion 7.1 Ecuacion

Una ecuacidn es una proposicion en la cual dos expresiones son iguales, dichas expresiones
se llaman miembros de la ecuacién.

2x+8 = 0
N~ ~~
Miembro = Miembro

Algunas ecuaciones son vdlidas para todos los valores de las letras que contienen, otras no. Por
ejemplo, (x — 1) (x+ 1) = x*> — 1 es vélida para todo valor de x, como puede comprobarse al realizar
la multiplicacién en el lado izquierdo. En otro caso, como 3x+4 = 2x — 1, la igualdad solo se cumple
para cierto valor de x.

Las ecuaciones que son validas para todos los valores posibles de las letras que contienen se
llaman identidades. Las ecuaciones que son vdlidas para algunos valores de sus letras, pero no lo son
para otros se llaman ecuaciones condicionales. Las ecuaciones que no poseen solucion se denominan
ecuaciones inconsistentes.

1. 2x+ 5x = 7x Identidad.
2. 3x—4 =8 Ec. condicional (es valida solamente para x = 4)
3. x+3 =x+5 Ec. inconsistente (es un enunciado falso)

En lo sucesivo, y a menos que se diga lo contrario, se empleard la palabra ecuacion para referirse
a ecuaciones condicionales. Tales ecuaciones se usan en la resolucién de problemas y el interés
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principal con respecto a ellas serd la obtencion de los valores de las letras para los cuales, la ecuacién
es una proposicion valida.

Cualquier conjunto de nimeros que al sustituir o reemplazar letras de valor no conocido en la
ecuacion hacen a los miembros de esta sean iguales, se llama solucion (o conjunto solucién) de la
ecuacion. A la letras de valores no conocidos que aparecen en una ecuacion, se les da frecuentemente
el nombre de incognitas. A los simbolos que representan una cantidad que no cambia en ninguna
situacion se les llaman constantes. Si la ecuacion contiene solo una incdgnita, cada solucién se le
llama raiz.

x=2;y=—3 esunasolucién de 3x+4y = —6, yaque 3(2) +4(-3) =6—12 = —6.

x==6esunaraizde 2x+2=3x—4,yaque2(6)+2=12+2=14y3(6)—4=18—-4=14.

El procedimiento para encontrar las raices o las soluciones se denomina resolucion de la ecuacion.
La solucién de una ecuacién se puede también expresar en notacién de conjuntos.

En la ecuacién 3x +4y = —6, se tienen como soluciones x =2 , y = (—3) o también
{x,y| (xAy) € Rix=2Ay=—3}.

. . . . 3 . .
En este ejemplo el conjunto solucién no es tnico. x =0,y = ) también es solucion.

En la ecuacién 2x+2 = 3x — 4, se tiene como solucién, x = 6 o también {x|x € R,x = 6}.

En la resolucién de ecuaciones, se debe considerar el concepto de ecuaciones equivalente. En
consecuencia, decimos que dos ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones (o si el
conjunto solucién es igual).

Por sustitucién directa, se puede comprobar que x = 3 es solucién de las ecuaciones:

dx—2 = 3x+1
Tx = 6x+3

Por tanto, ambas ecuaciones son equivalentes.
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7.1.2 Propiedades de la igualdad

Si Ay B son expresiones algebraicas y si C es un nimero real, entonces, las siguientes ecuaciones
son equivalentes a la ecuacién A = B.

i) A+C=B+C

ii) A-C=B-C

iii) CxA=CxB (C#£0)

(C#0)

LA
iv) — =~
c C

Resuelve las ecuaciones dadas.

3x—4 = 8
3x—4+4 = 8-+4 Se hasumado 4 a cada miembro
3x = 12 Simplificamos
3x

3 = 13—2 Se ha dividido entre 3 cada miembro

x = 4

3(4x—1) = 4—-6(x—3)
12x—3 = 4 —6x+ 18 Propiedad distributiva
12x—3 = 22—-6x  Simplificamos

18x—3 = 22 Se ha sumado 6x a cada miembro
18x = 25 Se ha sumado 3 a cada miembro
2
B = % Se ha dividido entre 18 a cada miembro

Del uso adecuado de las propiedades de las igualdades, se tiene el siguiente método: cualquier
término de una ecuacion puede ser transferido desde un lado de la ecuacién, hacia el otro lado, con
tal de que se cambie el signo de cada término transferido. Esta operacion se denomina transposicion
de términos.
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Resuelve 6x —7 =2x+ 1
6x—7 = 2x+1 Laecuacion dada
6x—2x = 147 Se han transpuesto 2x a la izquierda y -7 a la derecha
x = 8 Se ha sumado
x = 4 Se ha dividido cada miembro entre 4

7.1.3 Ecuaciones de primer grado (ecuaciones lineales)

Las ecuaciones que se pueden reducir a ecuaciones equivalentes que contienen solamente una
variable y ésta es de primer grado (es decir el exponente de la variable es 1) se llaman ecuaciones
simples, ecuaciones lineales o ecuaciones de primer grado. En consecuencia, una ecuacion lineal en
un variable es una ecuacion de la forma:

ax+b =0,

donde a y b son nimeros reales y adicionalmente, a # 0. Para resolver ecuaciones lineales en una
variable, se puede proceder de la siguiente manera:

i) Eliminar las fracciones, si es necesario y remover todos los parentesis que aparezcan en la
ecuacion.

ii) Aplicar la transposicion de términos, de manera que aquellos que contienen a la variable queden
reunidos en uno de los miembros de la ecuacion y los restantes se localizan en el otro miembro,
simplificando convenientemente entre ellos.

iii) Dividir ambos miembros de la ecuacién por el coeficiente de la variable.

Resuelve las ecuaciones dadas:
S5x—4 = 3x+6
S5x—3x = 4+6
2x = 10
x = 5
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Halla el valor de x:
(a+b)x—a’h = bx—ax
ax+bx—bx+ax = —a*b
2ax = a*b
ab
* =7

Si una ecuacion comprende fracciones, se multiplica cada miembro por el MCM de los denominado-
res y mediante ello, se obtiene una ecuacion sin las fracciones.

Resuelve las ecuaciones dadas.
1 2 3 3
273 T ¥
12- (;x— i) 12 (ix+ 132>
6x—8 9x+3
6x —9x 348
—3x 9
11
* -3
x—3 x+3 x+6
4 14 7
x—3 x+3 x+6
4 14 7
x—3 x+3 x+6
zs.(4> 28.<14— 7)
Tx—21 (2x+6) — (4x+24)
Tx—21 2x+6—4x—24
Tx—2x+4x +6—24+21
9x 3
3 1
* 93
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Si los denominadores de una ecuacion contienen a la incégnita, la ecuacion obtenida al eliminar las
fracciones no siempre es equivalente a la primera.

2  4x46
x+1 T ox+1
2 4x+6
1) |—— — = 1
(x+ )[x—i—l 3] <x+1>(x+ )

2-3(x+1) = 4x+6
2—-3x—3 = 4x+6
—3x—4x = 6+3-2
—Ix = 7

x = —1

Cuando se intenta verificar esta solucion, se observa que si x = 1, los denominadores de la
ecuacion original se anulan y por tanto, las fraciones carecen de significado. Lo que quiere

decir que dicha ecuacion % —3= t":f no tiene solucion.

El anterior ejemplo muestra que si se multiplica una ecuacién por una expresion que contenga a la
incdgnita, la ecuacion resultante puede tener raices que no satisfagan a la ecuacién original. Dichas
raices se llaman extrafias.

Por esta razon, cuando una ecuacion se multiplica por una expresion que contiene a la incgnita con
el propdsito de eliminar fracciones, las soluciones de la ecuacién obtenida se deben comprobar en la
ecuacion original con el fin de identificar si alguna de ellas es extraiia.

Halla el valor de x.
a—x_l_g _
a+x x

x(a—x)+ala+x) = x(a+x)
ax—xz—i-az—i-ax = ax+x2

x2—x2+ax+ax+ax = -

3ax = —d*

a

X = —=

3
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Comprobamos:

at+x x a+(—

a—x a a—(—%
a
3

En consecuencia, ya que el miembro de la derecha es —1, la solucién es la correcta.

y 3
3 T 3
y+3(y-3) = 3
y+3y—-9 = 3
y+3y = 349
4y = 12
y = 3

Si reemplazamos y = 3 en la ecuacién original, entonces, tendremos dos expresiones no
definidas. Esto quiere decir que la ecuacién original no tiene solucién, es decir, es una
ecuacion inconsistente.

7.1.4 Solucion de problemas mediante el uso de ecuaciones de primer grado

Un problema que se puede resolver mediante una ecuacién, comprende varias cantidades, de las
cuales, unas son conocidas y otras son desconocidas. Igualmente, contiene datos que permiten
observar la igualdad entre dos combinaciones de esas cantidades. Si el problema se puede resolver a
través de una ecuacion de una variable, entonces las cantidades desconocidas deben expresarse en
una sola letra.
El esquema siguiente, es el sugerido para poder resolver las ecuaciones planteadas en este curso:
i) Lee cuidadosamente el problema y estidialo hasta que quede perfectamente clara la situacion
que se plantea.
ii) Identifica las cantidades comprendidas en el problema, tanto las conocidas como las descono-
cidas.
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iii) Elige una de las cantidades desconocidas y represéntala mediante una letra (generalmente la
x). Después, expresa las otras cantidades desconocidas en término de las otras letras.
iv) Busca en el problema los datos que indiquen qué cantidades o qué combinaciones de estas son
iguales.
v) Formula la ecuacion, igualando las cantidades o combinaciones apropiadas encontradas en el
paso anterior.
vi) Resuelve la ecuacion obtenida y comprueba la solucién.

Problemas que implican movimiento a velocidad uniforme

Generalmente los problemas de este tipo establecen una relacion entre distancias recorridas, entre
velocidades o entre tiempos empleados. La fomula fundamental para estos problemas es: d = vt, en
donde d representa la distancia; v, la velocidad y ¢, el tiempo. De esta ecuacion, se puede obtener las

relaciones siguientes: v = %, t= %.

Un grupo de deportistas efectian un recorrido de 380 km, en siete horas en una expedicién
de caza. Durante cuatro horas, viajan a lo largo de una carretera pavimentada y el resto del
tiempo por un camino de herradura. Si la velocidad, media en el camino de herradura es de
25 km/h menor que la velocidad media en la carretera, encuéntra la velocidad media y la
distancia recorrida en cada uno de los tramos de camino.

Si hacemos x = velocidad en carretera [km/h], entonces, x — 25 = velocidad en el camino
de herradura [km/h]. Ademas:
4x = distancia recorrida en la carretera [km].
3 (x —25) = distancia recorrida en el camino de herradura [km] y como
4x+ 3 (x—25) = distancia total; por tanto,
4x+3 (x—25) = 380.
Esta es la situacion deseada y se puede resolver de la siguiente manera:

4x+3(x—25) = 380
4x+3x—75 = 380
4x+3x = 380+75
Tx = 455
x = 65

[km/h en la carretera]. Reemplazando en las ecuaciones planteadas:

x—25=65—25=40 [km/h en el camino de herradura].
4x =4(65) = 260 [km recorridos en la carretera].
3 (x—25) =3(40) = 120 [km recorridos en el camino de herradura].
En consecuencia, se tiene como solucion:

= Velocidad media en la carretera: 65 km/h.

= Velocidad media en el camino de herradura: 40 km/h.

= Distancia recorrida en la carretera: 260 km.

= Distancia recorrida en el camino de herradura: 120 km.
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Problemas sobre mezclas

Muchos problemas implican la combinacion de ciertas sustancias de concentracion conocida, ge-
neralmente expresada en porcentaje para formar una mezcla de concentracion fija con respecto a
una de las sustancias. Otros implican la mezcla de ciertos articulos de diversos precios. En tales
problemas, debe recordarse que la cantidad total de una componente en una mezcla es igual a la
suma de las cantidades que hay de ese componente en cada una de las sustancias combinadas o que
el valor de una mezcla es la suma de los valores de las sustancias agrupadas.

(Cudntos litros de un liquido que tiene 74 % de alcohol se debe mezclar con 5 litros de otro
liquido que tiene 90 % de alcohol, si se desea obtener una mezcla de 84 % de alcohol?

Si hacemos x = nimero de litros de la soluciéon de 74 % de alcohol que debe emplearse [Lt],
entonces, % x = 0,74x = nimero de litros de alcohol que aporta esta solucién [Lt]. Ademas
20.(5) =0,90(5) = 4,5 = ntimero de litros de alcohol en la solucién de 90% [Lt]. Por tanto,
0,74x + 4,5 = nimero de litros de alcohol en la mezcla, También, x-+ 5 = numero total de
litros en la mezcla. Entonces, ya que la mezcla tiene 84 % de alcohol, se puede expresar que:

B (x+5) = 0,84 (x+5) = 4,5 = niimero de litros de alcohol en la mezcla [Lt] Asf, tenemos:

0,74x+4,5 = 0,84(x+5)
0,74x+4,5 = 0,84x+42
0,74x—0,84x = 42—-45
—0,Ix = -0,3
x = 3

En consecuencia, se tiene como solucién que deben agregarse 3 litros de la solucién al 74 %
de alcohol.

Problemas que implican eficiencia de mdquinas o de personas
Usualmente, este tipo de problemas son aquellos en los cuales personas o maquinas trabajan
conjuntamente para realizar una determinada tarea o un trabajo en especifico.

Una bomba de succién que funciona con un motor a gasolina puede drenar la piscina de un
hotel en 24 horas. Una bomba de succién que trabaja con un motor eléctrico puede drenar
la misma piscina en 36 horas. Después de una hora de estar la bomba eléctrica funcionando,
se encendid la bomba a gasolina y ambas bombas continuaron drenando la piscina. ;Cudnto
durd la bomba de gasolina trabajando?

Si hacemos x = tiempo de operacién de la bomba a gasolina [horas], entonces, x+ 1 =
tiempo de operacion de la bomba electrica[horas]. Ademds, ﬁx = razon de trabajo de la
bomba de gasolina; es decir, que la bomba drena 21—4 de la piscina por hora; 31—6x = raz6n de
trabajo de la bomba de gasolina. Asi inferimos decir que la bomba drena % de la piscina por
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hora.

La siguiente ecuacion expresa el hecho que el trabajo realizado por las bombas es igual a la
suma de las porciones de trabajo de cada una de las bombas por separado. Como lo que se
requiere es drenar una sola vez la piscina, tenemos:

—

1 1
g 1
24x+36(x+ )

72 [214x+316(x+1)] = 72]1]
3x+2x+2 = T2
5x = 70
x = 14

[Horas de operacion de la bomba a gasolina]. En consecuencia, se tiene como solucion que la
bomba a gasolina trabaj6 durante 14 horas para drenar totalmente la piscina

£RASES DE LA VIDA <o

EN LA VIDA REAL, TE LO ASEGURO,
NO HAY ALGO COMO EL ALGEBRA.

- FRAN LEBOWITZ

Figura 7.1: Frances Ann Fran Lebowitz (Morristown, Nueva Jersey, 27 de octubre de 1950) es una escritora
estadounidense, conocida por sus agudos comentarios sociales acerca de la vida cotidiana estadounidense
vista a través de una sensibilidad neoyorquina.

Problemas diversos

Adicionalmente a los ejemplos anteriores, existe una amplia variedad de problemas que se pueden
resolver empleando este tipo de ecuaciones. El esquema fundamental es el mismo para todos:
encontrar dos cantidades de las cuales una o las dos comprenden un valor no conocido e igualarlas.
Cada problema tendra sus formulas establecidas, en otras palabras, cada campo del conocimiento ya
ha definido cudles son las ecuaciones por utilizar; quiere decir que pueden ser problemas de geometria
(4reas, volumenes), de fisica (palancas, densidades), de finanzas (tazas de interés, rendimientos,
pérdidas), entre otros.

Veremos, a continuacién, un par de ejemplos, con el objetivo de brindar herramientas de andlisis a
los estudiantes del presente curso.
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Dividir el nimero 46 en dos partes tales que, % de una, mas % de la otra sumen 10.
Sea x = una de las partes. entonces, 46 — x = a la otra parte. De acuerdo con las condiciones
del problema, la ecuacién es:

1 1

= x+ 5(46—x) =10

Ahora se resuelve esta ecuacion:

1 1
21 (Lt Tus—n) = 21x10
7 T3 YT
21 21

3x+7(46—x) = 210

3x+32-7x = 210

—4x+322 = 210
—4x = 210-322

—4x = —112
—112
x = ——
—4
x = 28

Donde, 46 —x = 46 — 28 = 18. En consecuencia, se tiene como solucion que las dos partes
son 28 y 18.

La suma de tres enteros consecutivos es 132. Encuentra los enteros.
Sean x el primer nimero, x + 1, el segundo nimero (consecutivo) y x + 2, el tercer niimero
(consecutivo). La suma de los tres enteros consecutivos es:

x+(x+1)+(x+2)

La ecuacidn del problema es:

x+(x+1)+(x+2)=132
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Se resuelve:

3x+3 = 132
3x = 132-3
3x = 129
129
x = —
3
x = 43

De donde, x =43 es el primer nimero, x+ 1 =43 + 1 = 44 es el segundo nimeroy x+2 =
43 42 =45. es el tercer nimero. Luego: los enteros consecutivos son: 43,44 y 45.

Si un rectdngulo tiene el largo tres centimetros menor, que cuatro veces su ancho y su perimetro
es 19 centimetros, ;cudles son las dimensiones del rectangulo?

Si hacemos: x = ancho del rectdngulo [cm], entonces, 4x — 3 = largo del rectdngulo [cm].
Como el perimetro de un rectdngulo es igual a la suma de sus lados, se tiene:

(4x—3)+x+ (4x—3)+x=19

Esta ecuacion se puede resolver de la siguiente manera:

10x—6 = 19

10x = 25

25

x = —

10

_ 3

2

= 2,5

De donde:
(4x—3) = 4(2,5)-3
= 10-3
= 7

De donde, L =7. Luego, el ancho es de 2,5 cm y el largo es de 7 cm.

“El conocimiento de las matemadticas afiade vigor a la mente, la libera del prejuicio,
credulidad y supersticion.”

John Arbuthnot
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Una persona que tiene $ 12,000,000 emplea una parte de esta suma en la compra de una casa;
coloca el tercio del resto al 4 % y los otros dos tercios al 5 %. De esta manera, su renta anual
es de $ 392,000. Se requiere conocer el precio de la casa y cada una de las sumas colocadas.

Sea x = el precio de la casa [$], entonces, 12,000,000 —x = lo que queda de lo que tiene
la persona. Ademas, % = cantidad que coloca al 4% y % = cantidad
que coloca al 5%. Ahora, el interés que recibe por la cantidad que coloca al 4 % esta dada
por:ﬁ . (12’00050007") = 4(12’020"000”) y el interés que recibe por la cantidad que coloca al 5%
esta dada por % ) 2(12,00(;,0007):) _ 10(12,0;)(())60007)() ’

De esta manera la renta anual esta dada por la suma de las ganancias individuales:

4(12,000,000 — x) o 10(12,000,000 — x)

300 300 = 392,000
Al resolver la ecuacidn, se tiene:
48,000,000 —4x 120,000,000 — 10x
) ) ) ) — 2
300 300 392,000
168,000,000 — 14x
) ) — 2
300 392,000

168,000,000 — 14x = (392,000) (300)
168,000,000 — 14x = 117,600,000

—14x = —50,400,000
. - —50400,000
B —14

x = 3,600,000
Con lo cual, el precio de la casa es $3.600.000. Ahora, la cantidad colocada al 4 % es:

12,000,000 —x 12,000,000 — 3,600,000
3 - 300

La cantidad al 5 % es:

= 2,800,000

2(12,000,000 —x) _ 2(12,000,000 — 3,600,000)
3 - 300

Luego, el precio de la casa es $3.600.000. Colocé $2.800.000 al 4 % y $5.600.000 al 5 %.

= 5,600,000
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“0BVI0" ES LA PALABRA' MAS
PELIGROSA DEL MUNDO EN
MATEMATICAS.

-E T.BELL

Figura 7.2: Eric Temple Bell (7 de febrero de 1883 - 21 de diciembre de 1960) fue un matemdtico y escritor de
ciencia ficcién de origen escocés que vivié en los Estados Unidos la mayor parte de su vida. Sus obras histdricas
y matemadticas fueron publicadas con su propio nombre, en tanto que los relatos y novelas aparecieron con el
seud6nimo: John Taine.

Al participar en una fiesta habfia tres veces mds mujeres que hombres: 75 mujeres se fueron
temprano a sus casas y 150 hombres llegaron tarde a la fiesta. Al terminar esta, habia el doble
de hombres que mujeres.;Cudntos habia en total en ese momento?.

Sea x = ntimero de hombres al iniciar la fiesta

3x = nidmero de mujeres al iniciar la fiesta

x+ 150 = nuimero de hombres al terminar la fiesta

3x —75 = numero de mujeres al terminar la fiesta.
Entonces, la ecuacion que determina la cantidad de hombres y mujeres al final de la fiesta esta
dada por:

x+150 = 2(3x—75)
x+150 = 6x—150

x—6x = —150-150
—5x = -300
-300
X = ——
-5
x = 60

Por consiguiente, el nimero de hombres al iniciar la fiesta es 60. Ademads, el nimero de
hombres al terminar la fiesta estd dado por la relacion:

x+150 60+ 150

= 210

y el nimero de mujeres al terminar la fiesta estd dado por la ecuacién:
3x—75=3(60)—75=180—75=105

En conclusién, el nimero total de personas al terminar la fiesta es 210+ 105 = 315 personas.
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7.2 Ecuaciones de segundo grado
7.2.1 Conceptos basicos

Una ecuacién con una incognita, que se encuentra elevada a la segunda potencia, pero no a otra
mayor, se llama ecuacion de segundo grado o ecuacion cuadrdtica . Las ecuaciones que contienen
la primera y la segunda potencia de la incognita, ecuaciones completas de segundo grado y las que
solo tiene la segunda potencia de la incégnita se llaman ecuaciones simples de segundo grado.

Por ejemplo, las ecuaciones

222 —3x+42 = 0
4% = 21

son ecuaciones completas de segundo grado.
Mientras que las ecuaciones:

3 = 4
22-9 = 0
son simples de segundo grado.
En forma general, una ecuacion cuadratica es una ecuacion de la forma:
2 _
ax“+bx+c=0,

donde a,b,c son nimeros reales y ademds, a # 0.

7.2.2 Solucion de ecuaciones simples de segundo grado

Este tipo de ecuacién es de la forma ax®> +c¢ = 0 y se resuelven usando la propiedad de la raiz
cuadrada, la cual se expresa de la siguiente manera: para cualquier niimero real k, la ecuacién x> = k
es equivalente a x = 4-v/k. En consecuencia las raices de la ecuacion seran las dos raices cuadradas
de la solucién obtenida.

Resuelve las ecuaciones dadas.
3227 = 0
3 = 27
2 =9
x = +V9
x = +V/9=3
po= —i=-5
Luego, el conjunto solucidn es:
{73?3}
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2°-1 = 0
2 = 1
1
2 _ -
T2
1
= 44/=
* 2
por tanto: x = —0—\/2 = 4 y también: x = — % = %ﬁ Luego, el conjunto solucioén es:
V2 V2
2 72
(x—3)%2-8 =
(x—3)? = 8
x—3 = +V8
x = 3+V8

por tanto: x = 3 +2+/2 y también: x = 3 — 2/2. Luego, el conjunto solucién es:

{3—2\/5,3+2\/§}

7.2.3 Solucion de ecuaciones de segundo grado por factorizacion

Muchos polinomios de segundo grado pueden ser factorizados como el producto de dos binomios de
primer grado. En esta forma, se utiliza la propiedad de factor cero, 1a cual expresa que:

Si A y B son expresiones algebraicas, la ecuacion A x B = 0 es equivalente a la proposicién com-
puesta:

A=0 Y, B=0

Las ecuaciones de segundo grado se resuelven por el método de factorizacién, efectuando los

siguientes pasos:

i) Se trasladan todos los términos de la ecuacion al miembro de la izquierda, con lo que el miembro
de la derecha queda igualado a cero.

ii) Se factoriza el polinomio de la izquierda.

iii) Se iguala cada factor con cero y se resuelven las dos ecuaciones de primer grado asf formuladas.
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Resuelve:
P¥-x—12 =
(=4 (x+3) =
por tanto:
x—4 =0
x = 4
o
x+3 =0
x = =3
Luego, el conjunto solucién es:
{_374}
(x+3)(x—4) = 8
P—x—12 = 8
X*—x—20 = 0
x=5)(x+4) = 0
por tanto:
x=5 =0
x =5
o
x+4 =0
x = —4
luego, el conjunto solucién es:
{_475}
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22 = x+6

2x2—-x—6 = 0
(2x+3)(x—=2) = 0

por tanto:
2x+3 = 0
3
x = —=
2
o
=2 =
X =

Luego, el conjunto solucién es{ = % , 2} .

Debe recordarse que este método aplica tinica y exclusivamente si el miembro de la derecha es cero
y también si el miembro de la izquierda es factorizable.

7.2.4 Solucion de ecuaciones de segundo grado completando cuadrado

Todas las ecuaciones cuadraticas no se pueden resolver por factorizacion debido a que el método esta
limitado a coeficientes enteros; sin embargo, existe un método que permite transformar un polinomio
de segundo grado en un trinomio cuadrado perfecto. El procedimiento para lograr esta situacion es
el siguiente:

i) Se trasladan y se ordenan los términos de la ecuacion, de tal modo que en el miembro de
la izquierda, queden los términos con las incognitas y en el miembro derecho, queden los
términos independientes.

ii) Se dividen los miembros de la ecuacién por el coeficiente de la variable que se encuentra
elevada al cuadrado.

iii) Se suma a los dos miembros, el cuadrado de la mitad del coeficiente de la variable que se
encuentra a la primera potencia.

iv) Seigualan las raices cuadradas de los dos miembros de la ecuacion obtenida en el paso anterior,
anteponiendo el signo =+ a la raiz cuadrada del término constante. Este paso produce dos
ecuaciones de primer grado.

v) Se resuelven, para la incognita, las dos ecuaciones obtenidas en el paso anterior.
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Resuelve las ecuaciones dadas completando el cuadrado perfecto.

4x*
4x* — 4x

x2—x

1\2
2_ —
X x—l—(z)

1
¥ -
x—|—4

2
X
Por tanto:
1
x==+V3
2
()
__.5
X==—
2

4x+11

11 Se ha traspuesto en término 4x.
11
T Se han dividido ambos miembros de la ecuacion entre 4.

Se a Sumado a cada miembpro

m 1. .
T + 1 Simplificamos.
12

4

Se ha factorizado el miembro derecho
3

como un trinomio cuadrado perfecto.

+V3

1
5 +1/3 Se resuelve para x.

Luego, el conjunto solucién es:

{}ﬁ,}ﬁ}
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7. Ecuaciones

2% —3x—4 = 0

22 -3x = 4
3
- Ex = 4 Se han dividido ambos miembros entre 2.

4

2 2 Se h d da miemb
3 3 (3) 11 (3) € Nna Ssumadao a cada miembopro
4

el cuadrado de la mitad de—%

3\? 41
( = 4) = 16 Se ha factorizado el trinomio cuadrado perfecto.
3 41
—Z = 44/ =
* 16
3 V4l
x = —=£—— Seresuelve para x.
4 4
Por tanto,
3 -4l
N =
4
0
3+v4l
=
4

Luego, el conjunto solucion es:

{3—\/5 3+\/ﬂ}

4 7 4
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7. Ecuaciones

ax’*+bx+c = 0
ax’+bx = —c
b _
PH-x = ~% Se han dividido ambos miembros entre a
a a
, b b2 _ p \ 2 Se ha sumado a cada miembro
% =% = = = =
a 2 a 2a b
el cuadrado de la mitad de -—
a
b2 e p \ 2 Se ha sumado a cada miembro
2 _
X4+ —x+ | — = = -
a < 2a ) a < 2a >
el cuadrado de la mitad de — %
b\? b —4
<x + 2> = 5 € Se ha factorizado el trinomio cuadrado perfecto
a a
b b? —4dac
— = ok
e 2a 2a
b br—4
i = + 2 %€ Se resuelve para x
por tanto
b+ Vb?*—4dac
Xx=—7—
2a
Luego, el conjunto solucién es:
{ —b++Vb%—dac —b—/b? —4ac}
2a ' 2a

7.2.5 Solucién de ecuaciones de segundo grado mediante la formula cuadratica

La solucién de toda ecuacion de la forma:
ax* +bx+c= 0,

se puede realizar mediante la expresion:

. —b++/b% —4ac
o 2a '

A esta expresion, se le conoce con el nombre de formula de la ecuacion de segundo grado.
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7. Ecuaciones

Resuelve la ecuacion.
6x> —x—12=0

En este caso, se reemplazan los coeficientes de la férmula por los de la ecuacién dada, es
decir: a =6, b= —1, c = —12. Entonces:

—b+ \/b2 —4dac

B —
i\/ )2 4(6) (~12)
B (6)
1+ \/12+288
o 12
1217
12
Por tanto:
1417 18 3
12 122
(o)
1—17 16 4
N — = = ——

12 12 3

Luego, el conjunto solucién es:

&

Resuelve la ecuacion:

P+8x+6=0
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7. Ecuaciones

En este caso, se reemplazan los coeficientes de la férmula por los de la ecuacién dada, es
decir: a =1, b =8, ¢ = 6. Entonces:
_ —bxVb>—4ac
- 2a
=B/ (B)—4(1)(6)
a 2(1)
. —8+v64-24
B 2
_ —8++/40
o 2
_ —8£2v10
B 2
= —4+10
Por tanto:
x=—-4++v10
0
x=—-4—-+10
Luego, el conjunto solucién es:
{—4— \/10,—4+\/10}

Solucion de problemas mediante el uso de ecuaciones de segundo grado

El planteo de muchos problemas, especialmente aquellos que tratan acerca del producto o el cociente
de la incdgnita, implican el uso de ecuaciones de segundo grado.

Es conveniente hacer notar que frecuentemente, al resolver un problema mediante el uso de una
ecuacion de segundo grado, el problema tiene solo una solucién en tanto que la ecuacién tiene dos
soluciones. En tales, casos se descartard la raiz que no satisface las condiciones del problema.

Un edificio rectangular cuyo fondo es el doble de su frente, se divide en dos partes mediante
una pared situada a 30 metros del frente y paralela a éste. Si la parte trasera del edificio
comprende 3500 metros cuadrados, encuentre las dimensiones del edificio.

Sea x = longitud del frente [m], entonces, 2x = longitud del fondo [m]. También, 2x —
30 = largo de la parte trasera [m], x = ancho de la parte trasera [m]. Por tanto:

x(2x —30) = drea de la parte trasera [metros cuadrados.]
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7. Ecuaciones

En consecuencia:
x(2x—30) 3500
2x* —30x—3500 = 0
(x—350)(2x+70) 0

De donde x = 50 y x = —35. Sin embargo, puesto que las dimensiones no pueden ser negativas,
se tiene: x = 50 metros (frente) y 2x = 100 metros (fondo).

Los tiempos empleados por dos pintores para pintar cada uno un metro cuadrado difieren entre
sf en un minuto. Trabajando conjuntamente emplean 1 hora en pintar 27 mts>. ;En cuanto
tiempo pinta cada uno un metro cuadrado?

Sea x = niimero de minutos que necesita el pintor més ra pido para pintar 1 m?; entonces,
x+ 1 = nimero de minutos empleados por el otro pintor, Donde % = fraccién de metro
cuadrado que pinta el primero en un minuto y Hil = fraccion de metro cuadrado que pinta el
otro en un minuto. Por tanto: i + xi—l = fraccién de metro cuadrado que pintan entre los dos
en un minuto. No obstante, puesto que trabajando juntos pintan 27 m? en 60 minutos, en un

minuto, hacen % = 2% metros cuadrados. En consecuencia:
1 n 1 9
x x+1 20

Resolviendo esta ecuacion, se tiene:
20(x+1)+20x = 9x(x+1) Se han eliminado las fracciones
20x+20+20x = 9x*>+9x Se han efectuado las multiplicaciones
—9x*4+31x+20 = 0 Se ha transpuesto
Luego:

—31++/(31)2—4(-9)(20)
2(-9)
—31+/961+720
—18

—314++/1681

—18
—31+41

—18

es decir:
X1 = 40 X) = ——
9
El valor 7% se descarta en virtud de que un tiempo negativo no tiene significado en este
problema, por tanto: x =4 y x+ 1 = 5. De este modo, los pintores emplean 4 y 5 minutos,
respectivamente, para pintar un metro cuadrado.
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Ejercicios 7.1
1. En la teoria eléctrica, la formula:
1 N 1 + 1
R R R, R;
se usa para hallar la resistencia total R cuando tres resistores Ry, R, y R3 se conectan en
paralelo. ver figura (7.3). Despejar R;.

\ . R, l R: 1 R:
h iz i*

Figura 7.3: Resistencias R, Ry y R3 en Paralelo

2. En la Fundacién Universitaria Tecnoldégico Comfenalco, la nota final de cada asignatura
corresponde a la suma del 30 % de la nota del primer corte, 30 % de la nota del segundo
corte y 40 % de la nota del tercer corte durante el semestre; las notas van desde 0,0 a 5,0.
Para aprobar una asignatura, se requiere una nota igual o superior a 3,5. Jean Paul Gonzélez
Martinez quiere retirar la asignatura de Célculo Diferencial, porque piensa que numérica-
mente no tiene opcioén de ganarla, dado que en el primer corte obtuvo una calificacién de 3,1
y en el segundo corte, de 2,0. ;Numéricamente Jean Paul Gonzdlez Martinez tiene opcién
de aprobar la asignatura?. Justifica tu respuesta.

3. Dentro de un proceso industrial para la fabricacion de cierto compuesto quimico que se usa
como insumo en los laboratorios, se tienen 10 mL de una solucidn que contiene un 4cido a
30 % de concentracion. ;Cuantos mililitros de dcido puro han de agregarse para aumentar la
concentracién a 50 %?

4. Debe hacerse una caja de base cuadrada para pizza a partir de una hoja rectangular de cart6n.
Para esto, se cortan seis cuadrados de 1 pulgada de las esquinas y en las secciones medias
luego doblan los lados (ver figura 7.4). Si el drea de la base es de 144 pulgadas cuadradas,
(de qué tamafio tiene que ser la hoja de cartén?
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7. Ecuaciones

Figura 7.4: Construcién de una caja para pizza.

5. Debe construirse un barril cilindrico, recto, circular, cerrado para petréleo, de 4 pies de
altura, de modo que su 4rea superficial total sea de 107 pies. Encuentra el didmetro del
barril.

6. El Almacén Yerman Store, compré 150 computadoras. De estas vendié 50 con una ganancia
de 30 % sobre el costo de cada una. {En cuanto debera vender las restantes para tener una
ganancia total del 40 % ?

7. Larelacion entre las lecturas de temperaturas C (Grados Celcius) y F' (Grados Fahrenheit)
estd dada por

5
=>(F-32).
C=3(F-32)

Despeja F e indica el valor de la temperatura en grados Fahrenheit si la temperatura en
grados Celcius es de 122°.

8. Debe construirse un barril cilindrico, recto, circular, cerrado, para gas, como el de la figura
7.5, de 4 pies de altura, de modo que su 4rea superficial total sea de 487 pies®. Hallar el
didmetro del barril.
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7. Ecuaciones

Figura 7.5: Cilindro.

Cémo resolver un problema. El desarrollo de la matematica ha estado motivado en gran
parte por las posibilidades de aplicaciones a la vida del hombre. Cualquier problema que nos
podamos plantear en donde intervengan mediciones o cantidades de cosas, se puede expresar
en el lenguaje de la matemadtica. Uno de los objetivos de éstas notas es los elementos esenciales
de la modelizacién en matematicas o, lo que es lo mismo, traducir el problema enunciado en
palabras en el idioma espafiol a una relacién entre variables que represente nimeros reales.
Una vez establecida con toda claridad las ecuaciones en estas variables, podemos aplicar los
conocimientos tedricos aprendidos para resolver las ecuaciones.

Los problemas que se plantean a través de situaciones en las que se deben esclarecer las
ecuaciones por resolver ofrecen ciertas dificultades a los estudiantes, debido a varios factores,
algunos de ellos, ajenos al campo de la matemdtica. Es importante tener, en primer lugar, un
buen dominio del idioma, tener una cabal comprension de todas las palabras para estructurar
un cuadro de la situacién planteada en nuestra mente lo mds claro posible. En segundo lugar,
hay que saber razonar l6gicamente poder determinar que cosa se nos pide (Indagar cudl es la
incégnita del problema). Es muy importante también en todo este proceso saber establecer
asociaciones entre ideas en espaflol e ideas en matemadtica.

Finalmente, hay que tener un buen dominio de las técnicas por emplear: la resolucién de
ecuaciones, la geometria, el cdlculo.

Podemos hacer un resumen, entonces, de los pasos que se deben seguir cuando resolvemos un
problema de palabras:

i) Comprension del Problema en Espafiol.
ii) Razonar bien para determinar las incognitas.
iii) Traducir del Espaiiol a la Matematica.
iv) Resolver la ecuaciones usando los conocimientos de Matematicas.

Pensamos que la mejor manera de dominar la técnica de la resolucién de problemas es tratando de aprender
siguiendo los ejemplos resueltos.

Ejercicios 7.2 Misceldnea de ejercicios

Problemas de economia
En todos los problemas que siguen, empleamos las siguientes féormulas de la Economia.
Férmula de la ganancia (para un comerciante):
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G=C-n-T,

donde:

G = la ganancia o utilidad obtenida al vender n cosas.
n = numero de cosas a vender.

T = porcentaje de ganancia.

C = costo de cada cosa.

Férmula de la ganancia (para un productor)

G=I1-C,
donde: G = ganancia por la venta.
I = ingresos por los volimenes de venta.
C = costos de producccién.
Férmula del precio de venta
P=C+0G.

donde

P = el precio de venta de un articulo o bien.
C = el costo al comerciante.

G =la ganancia del comerciante.

. Un comerciante compré 150 televisores a un costo de 300,000 pesos por unidad. ;Cual serd la
ganancia obtenida al vender todos los televisores si se tiene un porcentaje de utilidad de 25 % en
cada televisor?

. Un comerciante compr6 75 neveras a 300,000 pesos cada una ;A qué precio deberia venderlas
para tener una ganancia total de 3,000,000 pesos?

. Un comerciante compré 80 tostadoras. De estas, vendié 30 con una ganancia del 25 % y el resto,
con una ganancia del 35%. ;Cudl es el costo de cada tostadora, si el comerciante obtuvo una
ganancia de 1,200,000 pesos por la venta de todas ellas?

. El Almacén CompuTex comprd 150 computadoras portdtiles. De estas vendié 25 con una ganancia
de 30 % sobre el costo de cada una. ;En cudnto deberfa vender las restantes para tener una ganancia
total del 40 %?

. El sefior Duarte vendi6 300 reses en dos lotes y obtuvo 44,250,000 de pesos por la venta de todas
ellas. Si el primer lote de 75 reses fue vendido en 9,375,000 pesos (cudl fue el aumento del precio
de venta de cada res del segundo lote?

. Un abastos compré 300 bolsas de azicar, de los tipos blanca y morena, a un costo de 262,250
pesos. Si el azdcar blanca costé 850 pesos la bolsa y la morena, 900 pesos la bolsa. ?Cuantos
sacos compro el abastos de cada una?

. Una plaza de toros tiene 3600 localidades de sol y 1700 de sombra. Si la entrada a sol cuesta dos
tercios del valor a sombra, ;Qué precio deberia tener cada localidad para recaudar 5,166,000 a
plaza llena?



10.

11.

12.

13.

14.

Un vendedor de una compaiiia de viveres gana 600,000 mensuales mds una comision del 5 %
sobre las ventas. ;Cudanto serd la venta mensual del vendedor para tener un ingreso de 1,500,000
al mes ?
Francisco va a comprar un vehiculo de segunda. El precio de venta es de 7,000,000 de pesos.
Francisco dard una cantidad inicial de dinero y el resto lo financiard la compaiia mediante un
pagaré a un afio, con un interés del 40 %. ;Qué cantidad de dinero deberd dar de inicial, para pagar
un millén de pesos en intereses?
Un maquinista de una compaiiia constructora gana 500,000 pesos mensuales mas una comision de
10,000 pesos por cada hora de trabajo al frente de la maquina. Trabajando durante un mes en la
construccién de una via agricola, se gané 1,081,000 pesos. Calcula el nimero de horas trabajadas
por el maquinista.
Un obrero realiza un trabajo en 12 horas. Otro obrero hace el mismo trabajo en 8 horas ;En cudntas
horas trabajando juntos realizardn la misma faena?
Una fabrica produce tres tipos de juguetes construidos a base de piezas de madera, plastico y
hierro. El primer juguete se construye con 10 piezas de madera, 10 de plastico, 2 de hierro y tiene
un costo de 1800 pesos. El segundo juguete se construye con una pieza de madera, una de plastico
y una de hierro y tiene un costo de 300 pesos. El tercer juguete se construye usando una pieza de
madera, 5 de pléstico, 5 de hierro y tiene un costo de 1300 pesos. (Cudl es el costo de cada pieza
de madera, plastico y hierro?
Sea p = (p1, p2, p3) el vector de precios de un mercado en el que se venden tres productos A, B y
C. Se estima que la oferta de cada uno de ellos viene dada por:

Sa=15p1+p2+3p3—13

Sg = p1+20p, +10p3 — 10

Sc =10p; + 15p2 +30p3 — 50
y la demanda viene dada por:
Dy=70—-8p1 —p2—p3

Dg=93—-2p;—4p, — p3

D¢ =107 —p1 —3p, —5p3
Calcula los precios de equilibrio, es decir, los precios para los cuales la oferta coincide con la
demanda.
Consideramos una economia formada por » industrias interrelacionadas 11,15, ....,I, de modo que
cada una produce un tnico bien by,b,, ..., b, respectivamente. Cada industria debe atender las
demandas de inputs de las n industrias (incluida ella misma) y las demandas externas (demanda
final). Se trata de calcular el nivel de produccién de cada industria para que se satisfagan estos
requisitos. Si x; es el nivel de producciodn de b;, debe verificarse la ecuacion siguiente:

x1 =ailx;+ai2x; + ... +apx, +dp, (7.1)

donde aj jx; representa la demanda de by desde la industria /; y d; es la demanda exterior del



15.
16.
17.

18.

19.

20.

producto b;. Si repetimos el proceso con la produccidn de las n industrias, se tiene el sistema:

anxy+apxa+---+apx,+d; = x
axxy +anxy +---+apx, +dy = x
. (7.2)
Ay X1+ apXo + -+ dppXy + dn = Xn
y agrupando las variables,
(1—an)x1 —apxy—---+ax+ = di
—anxi+ (=1 —an)xn -+ —apx,+ = do
] (7.3)
—an1X| _an2x2_"'+(1 _ann)xn+ = d,

Se pueden presentar dos situaciones diferentes: un modelo cerrado, en el que todo se produce
y consume internamente, o un modelo abierto, en el que parte de la produccién se destina al
consumo exterior. En un modelo cerrado, todas las demandas exteriores serdn cero, es decir,
di=0,i=1,...,n,y se tendrd, por tanto un sistema lineal homogéneo. En el modelo abierto, el
sistema serd completo.

Supongamos tres industrias interrelacionadas I, I, I3 que producen un tnico bien cada una
y cuya produccion se obtiene de la forma siguiente: cada unidad de I; requiere 0,3 unidades de
11, 0,2 unidades de I, y 0,3 unidades de /3. Cada unidad producida en I, necesita 0,1 unidades de
1;,0,2de I, y 0,3 de /5, y cada unidad de /5 precisa 0,1, 0,5 y 0,1 unidades producidas en 11,1, e
I; respectivamente. Si las demandas exteriores son 45, 50 y 51 unidades de I}, I> e I3, determina
cudles son los niveles de producciodn que permiten el equilibrio de esta economia.
El volumelzdn de un cubo arista / es V = [3. Si la arista de un cubo es x3 + Zy%, halla el valor de V
Sis=

= expresa u en termino de las letras restantes.
au+v

En la ecuacion econdmica:

0(Q+10)

M =
44 ’

donde Q es ingreso real y M es el nivel de oferta de dinero. Halla las raices (Hallar Q).

Una malla de alambre se colocard alrededor de un terreno rectangular, de modo que el drea
cercada sea de 800 pies® y el largo del terreno sea el doble de su ancho. ;Cudntos pies de malla se
utilizardn?

Una compafiia de controles universales fabrica unidades de control. Sus modelos nuevos son el
Argon [ y el Argon /1. Para fabricar cada unidad de Argon /, usan 6 medidores y 3 controladores.
Para fabricar una cada unidad de Argon /7, usan 10 medidores y 8 controladores. La compaiiia
recibe, en total 760 medidores y 500 controladores diarios de sus proveedores ;Cudntas unidades
de cada modelo puede producir diariamente?

El crecimiento prenatal de un feto que tenga mdas de 12 semanas se puede calcular con la férmula
L = 1,53t — 6,7, donde L es la longitud del feto en centimetros y ¢, su edad en semanas. La
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gestacion promedio de un ser humano es de 38 semanas. Si nos atenemos a la funcién planteada,
(se puede inferir que un nifio que nace con 39,2 cms es un niflo prematuro?

21. Tres familias van a una pizzeria. La primera familia pide una pizza grande, dos medianas y cuatro
pequeiias y pago en total $ 66000. La segunda familia pide dos pizzas grandes, una mediana y una
pequeiia y paga $ 42500. Y la tercera familia pide una pizza grande, una mediana y una pequena
por un precio de $ 30500. ;cudl es el costo de una pizza pequefia?

22. El Profesor de Algebra y Geometria: Alfredo Cortés decide que la calificacion de sus estudiantes
estard dada por la funcién: T (x) = 0,01x2 +0,2x+0,5, donde 0 < x < 10, x es el numero de horas
estudiadas. ;cudl es la calificacién para un estudiante que no estudio en la semana?

23. Dos empresas de celulares A y B ofrecen sus servicios de la siguiente manera: La empresa A, cobra
un costo basico de $ 30000 més $ 190 por minutos consumidos. La empresa B cobra un costo
basico de $ 34000 mds $ 150 por minutos consumido. ;Cudntos minutos hay que hablar para que
ambas empresa cobren lo mismo?

24. Una bomba de succién que trabaja con un motor a gasolina puede drenar la piscina de un hotel
en 24 horas. Una bomba de succién que funciona con un motor eléctrico puede drenar la misma
piscina en 36 horas. Después de una hora de estar la bomba eléctrica trabajando, se encendio la
bomba a gasolina y ambas bombas continuaron drenando la piscina. ;Cudnto duré la bomba de
gasolina funcionando?

25. Existen varias reglas para determinar las dosis de la medicina para nifios una vez especificadas las
de los adultos. Tales reglas pueden tener como base el peso, la altura, etc. Si A es la edad del nifio
d es la dosis para adulto y ¢ la dosis para nifio, a continuacion se presentan dos reglas:

Regla de Y : =——d
egla de Young ¢ Y RT)
A+1

Regla de Cowling: G= %d

(A qué edad las dosis para nifios son las mismas usando estas reglas?
26. Si el drea de la parte sombreada de la figura es 16 cm?, entonces halla el valor de m en la figura
12.3.

Figura 7.6: Halla el valor de m.

27. Demuestra que si

ax* +bx+c=0
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7. Ecuaciones

con a # 0, entonces:

. —b++Vb? —4ac

2a

In mathematics it
| is where the §pirit
ﬁncfs the elements
~that you want:
Conn’nuity and.
“perseverance
Anatole Frangois Thibault

Figura 7.7: “En las matemadticas es donde el espiritu encuentra los elementos que mds desea: continuidad y
perseverancia”.

Anatole Frangois Thibault; Paris, 1844 - La Béchellerie, 1924) Poeta, novelista y ensayista francés. Agudo
librepensador, es considerado un maestro de la prosa por la sencillez y precision de su escritura.
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Las matematicas son el
alfabeto con el cual Dios

ha escrito el universo.

Galileo Galilei

COmo su nombre lo indica, una ecuacion logaritmica o exponencial es aquella que posee expre-

siones logaritmicas o exponenciales, respectivamente. Para hallar la solucion, es decir, el valor
o valores de la variable, es necesario aplicar propiedades de logaritmos o exponenciales segtn sea el
caso.

Ejemplo 8.1 |
3

Supongamos que 4% = 64, entonces, 2x = log, 64 = log, 4> = 3. En consecuencia, x = o
Ejemplo 8.2 |

Si logg (2x+2) = 3, entonces, 6'°86(2x+2) — 63 es decir, 2x+ 2 = 216 de donde x = 107.

Ejemplo 8.3 |

Silog (x—2)=1—1log(x+ 1), entonces

. 10
log(x—2) _ 1nl—log(x+1) _
10 —10 = T

Estoes, x—2 = % de donde x* — x — 12 = 0. Esta ecuacién tiene dos soluciones: x = 4 y

x = —3. Pero, para x = —3, log (x — 2) y log (x+ 1), no estén definidas. Asi, la tinica solucién
esx=4.



8. Ecuaciones Especiales

Usando un solo logaritmo, vamos a expresar la suma:

1
Tlog, (x+ 1)+ 5 log, (3x+6) —log, (¥* +3x+2)
La expresion dada es igual a:
log, (x+ 1) +log, v3x+6 —log, (x* +3x+2)

y a su vez, esta suma es igual a:

o (x+1)"V3x+6 e (x+1)°/3x+6
SN Ty R B2 ’
Resuelve 232 =5
23x—2 - 5
log2*~2 = log5
(3x—2)log2 = log5
log5
B = ==+2
* log?2 +
2,32+2
x = ———
3
x = 1,4408
Resuelve
log(x+3)+logx = 1
log[x(x+3)] = 1
x(x+3) = 10
X43x—10 = 0
(x+5)(x—2) 0
Asf x = —5, 0 x = 2,. Al remplazar en la ecuacién original por x = —5, genera log (—2) +

log (—5) (logaritmo de nimeros negativos), que como lo vimos en la seccién 3.6, no existe.
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8. Ecuaciones Especiales

Halla el valor de x en la expresion:

2x—3—x=-1
V2x—3—x = -1
vV2x—3 = —1+4x
%3 = (EIEE)2
-3 = 1-2x+x*

P —dx+4 = 0

—(~4) % (AP =4 @)

2(1)
4++16—16

3Wx—1+11 = 2
3vVx—1 = 2x—11
BvVx—1)? = (2x—11)?
Ix—1) = 40> —44x+121
9x—9 = 4x’—44x+121
4x* —53x+130 = 0

—53+ /532 —4(4)(130)
2(4)
53+ /2809 — 2080

8
53£V729
8

53+27

8

P.—
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Es decir, una solucion sera:

53+27

8
80

10

X1 =

y la otra:

X2 =

Al verificar los valores de x; y x, en la ecuacién, nos queda que:

3V1I0— 1411 = 2(10)
20 = 20

En otras palabras, x; = 20 satisface la ecuacion y

/13 13
34y ——14+11#2-—
4 L 4

13 .
Xy = 7T no la satisface.

V2x—1+Vx+4 = 6
V2x—1 = 6-—+Vx+4
(V2x=1)* = (6—vx+4)
2x—1 = 36—12vVx—4+x+4

x—41 = —12vx+4
(x—41) = (—12vx+4)
x? —82x+1681 = 144x+576
X2 —226x+1105 = 0
& = 5
x»n = 221

Al verificar los valores, encontramos que solamente x; = 5 satisface la ecuacion.
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4x+1 + 2x+l

@) ol =72
(2x+1)2+2x+1 =79

Z4z-72 =
(z4+9)(z—28)
z+9

z—8

2x+1 - 8
2x+1 _ 23
x+1 =

x = 2

4G 4 o)
4(2+1) 4 p(2+1)
442
64+8 =

72 =

P4z = T2

z = -9

z = 8

72
72
72
72
72

72

Esta ecuacion exponencial es una ecuacion de segundo grado. Para resolverla, es necesario
el uso de incégnitas auxiliares. Asi, el problema se simplifica y es facil comprobarlo. La
incégnita auxiliar para esta ecuacién exponencial es: 2*7! = z. Si remplazamos nos queda:

()

De los dos resultados, el correcto es z = 8, porque 2° = 8 y ademds 2™ # —9 para todo m € R
(una potencia con base positiva es siempre positiva). Ahora:

Para la comprobacién, tendriamos que:
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3433 = 117

337 +143) = 117
L[ 13

3 (3) = 117

3 = 27

3 — 33

x = 3

Crecimiento exponencial

En 1966, la Comisién Internacional contra la Captura de Ballenas protegi6 a la poblacién
mundial de ballena azul de los barcos balleneros. En 1978, se pensaba que la poblacién en
el hemisferio sur era de 5000. Ahora, sin depredadores y con abastecimiento abundante de
alimentos, se espera que la poblacién crezca exponencialmente de acuerdo con la férmula:

N = 5000047,

en la que ¢ estd dado en afios.
Para la poblacién en el afio 2000, tendremos que ¢ = 22. Luego:

N = 5000¢*%7(22) — 14061 ballenas

Para la poblacién en el 2007, tendremos que ¢t = 29. Entonces:

N = 5000¢*%47(2) = 19539 ballenas

Siguiendo el modelo creado y asumiendo 0% de natalidad y 1978 como afio cero, ;cudndo se
duplicara la cantidad de ballenas azules?

10000 = 5000&%%47
2 = 047t

In(2) 0,047z

In(2)

0,047

15 anos

r =

t

Q

En el 1993, habia el doble de ballenas que en 1978.
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Decrecimiento exponencial

Una técnica para descubrir la antigiiedad de un objeto afioso (como un hueso, un mueble, una
tabla) es medir la cantidad de Carbono 14 que contiene.

Mientras estan vivos, los animales y plantas tienen una cantidad constante de Carbono
14, pero cuando mueren, disminuye por la radioactividad.

El valor de esta cantidad viene dada por la ecuacién R = Roe ¥, donde Ry es la cantidad
en un ser vivo y R, la hallada en una muestra fésil al cabo de ¢ afios de su muerte y k es una
constante.

El periodo de semidesintegracion del C14 es de 5730 afios. Veamos la evolucién de 1 g
de C14.

Dentro de 5730 afios, ese gramo se habra reducido a la mitad:

1 o~ 5T30k
2

1
In <2> = —5730k

k=0,00012
Por tanto, para el C14, tenemos la férmula:
R = Roe 0000121

Supongamos que un hueso hallado en un yacimiento arqueolégico contiene el 20 % del C14
que contenia en vida del animal. Vamos a estimar su antigiiedad. Segtin la férmula anterior:

0 2R() _ ROe—O,OOOIZt

O 2 — 6—0,00012t
In(0,2) = —0,00012¢
t = 13412 afios

— Crecimiento logistico

Supongamos que un alumno es portador del virus de la gripe y regresa a su instituto en
el que hay 1000 alumnos. La enfermedad es muy contagiosa y se sabe, por experiencias
anteriores, que si no se aplica ningin remedio, el nimero de infectados por el virus crece
exponencialmente a razén de un 250 %.

En ese caso, la ecuacién exponencial que nos darfa el nimero de afectados al cabo de ¢
dias es:
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N = 2,5
eln(Z,Se’)
S 1n(25)

09163

Asi, al cabo de 4 dias, habria:

N — 09163(4)

~ 4 enfermos

Sin embargo, las autoridades sanitarias conocen bien el desarrollo de la enfermedad y desde
los primeros sintomas, se aplica el tratamiento. El crecimiento de afectados sigue una ecuacioén
logistica, de la que sabemos la poblacién limite, 1000 alumnos, y el ritmo de crecimiento
inicial:

1000

b= 1 + ke—0.0163¢

Averiguamos k sabiendo que, inicialmente habia un solo alumno infectado.

- 1000
T 14k
1+k = 1000
kK = 999

Por tanto, la ecuacion logistica que describe este fendmeno es:

1000
1499909163

Calcula el numero de afectados que habra al cabo de 5 dias.

1000

T 119996 09163(5) &

El servicio de control de calidad de una empresa que fabrica lavadoras ha comprobado que el
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porcentaje de lavadoras que sigue funcionando al cabo de ¢ afios viene dado por la ecuacién:

)

a) (, Qué proporcién de lavadoras siguen funcionando después de 5 afios y después de 15

afos?
8\

El 55 % sigue funcionando al cabo de 5 afios.

8 15

El 17 % sigue funcionando al cabo de 15 afios.
b) (Cudnto tiempo deberd transcurrir para que funcione el 40 % de las lavadoras fabricadas?

w )
log(0,4) = log[<§>t]
log(0,4) = tlog(g)

10g(0,4)

t ~ 7afosy 284 dias

Escala de Richter

La magnitud de un terremoto se relaciona con cudnta energia libera. Instrumentos llamados
sismégrafos detectan el movimiento de la tierra; el movimiento mas pequefio que puede
detectarse en un sismdgrafo tiene una amplitud Ag.

A: la medida de la amplitud de la onda del terremoto.

Ayp: la amplitud de la onda mds pequefia detectable (u onda estandar).
De aqui encontramos R, la medida en la escala de Richter de 1a magnitud del terremoto usando
la férmula:
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A
R =log <A>
0

La intensidad de un terremoto tipicamente se mide entre 2 y 10 en la escala de Richter.
Cualquier terremoto que se registre por debajo de 5 es un terremoto menor; puede mover un
poco el suelo, pero normalmente no lo suficientemente fuertes para causar algin dafio. Los
terremotos que miden entre 5 y 7,9 en la escala de Richter son mucho mds severos. Pero,
cualquier terremoto por encima de 8 causard mucho dafio. (El grado mds alto registrado para
un terremoto fue de 9,5, durante 1960 en Valdivia, Chile.)

Un terremoto se mide con una amplitud 392 veces mds grande que Aj. ;Cudl es la
magnitud de este terremoto usando la escala Richter?

A
R = log(A>
0

(392A0>
= log| ——
Ao
R = log(392)

R ~ 2,6

La magnitud de este terremoto es de 2,6 en la escala de Richter.

Una diferencia de un punto en la escala Richter corresponde a una diferencia 10 veces
la amplitud en la amplitud del terremoto (que se relaciona con la fuerza de la onda). Esto
significa que un terremoto que mide 3,6 en la escala de Richter tiene una amplitud 10 veces
mds grande que uno que mide 2,6.

Decibel

El sonido se mide en una escala logaritmica usando una unidad que se llama decibel. La
férmula se parece mucho a la de la escala de Richter:

P
d =10log <P>
0

P es la potencia o intensidad del sonido y P es el sonido mds débil que puede captar el
humano.

Una bomba de agua caliente tiene un indice de ruido de 50 decibeles. Una lavadora de
platos tiene un indice de ruido de 62 decibeles. ;Qué tan intenso es el ruido de la lavadora
comparado con el ruido de la bomba?

No se puede comparar facilmente los dos ruidos usando la férmula, pero se puede
compararlas con /. Empecemos por encontrar la intensidad del ruido para la bomba de agua
caliente. Sea / la intensidad del ruido de la bomba.
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50

Il

—_

=

o

[V}
VRS
I =
~

h
100 = —
Py

h = 10°R,

Se repite el mismo proceso para encontrar la intensidad del sonido de la lavadora de platos. d
la intensidad del ruido de la lavadora.

d
62 = 101 —
Oog<P0)
d
62 =1 —
2 = g

02 = 2
I
d = 10°2p,

Para comparar d con h, se puede dividir.*

d _ 10°°p
ho 105P
= 10'?

El ruido de la lavadora de platos es 102 (alrededor de 15,85) veces mds intenso que el de la
bomba de agua caliente.

Con los decibeles, cada incremento de 10 significa que el sonido es 10 veces mas intenso.
Un incremento de 20 serfa 10 veces mds intenso que el primer 10 y otras 10 veces mds intenso
para el segundo 10; asi un sonido de 75 decibeles es 100 veces mds intenso que un sonido de
55 decibeles

“Piensa: si el ruido de la lavadora de platos es dos veces mds intenso que el de la bomba, entonces d debe ser
2h; esto es, debe ser 2.

pH de liquido

La medida de acidez de un liquido se llama pH del liquido. Esta basada en la cantidad de
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iones de hidrégeno (H+) en la sustancia. La férmula del pH es:
pH = —log[H+]

[H+] es la concentracién de iones de hidrégeno, dada en una unidad llamada mol/L (moles
por litro; un mol es 6,022 x 103 moléculas o 4tomos).

Liquidos con pH bajo (hasta 0) son mas acidos que los que tienen un pH alto. El agua,
que es neutral (ni 4cida ni alcalina) tiene un pH de 7.

Si el jugo de limén tiene un pH de 1,7, ;cudl es la concentracién de iones de hidrégeno
(in mol/L) en el jugo de limén?

pH = —log[H+]
1,7 = —logx
—1,7 = logx
x = 10747
x = 0,02

La concentracién de iones de hidrégeno en el jugo de limén es de 0,02.

Ejercicios 8.1

. El peso W (en kg) de una poblacién de elefantes africanos hembras estd relacionado con la edad ¢
(t en anos) mediante la ecuacidn:

W = 2600 (1 +0756—0,0575t>3

a) (Cudnto pesa un elefante recién nacido?

b) (Suponiendo que la hembra adulta pesa 1800 kg, estima su edad.

. Un medicamento se elimina del cuerpo a través de la orina. La dosis inicial es de 10 mg y la
cantidad A que queda en el cuerpo ¢ horas después esta dada por:

A=10(0,8)

Para que el farmaco haga efecto, debe haber en el cuerpo por lo menos 2 mg.

a) Determine cuando quedan solo 2 mg.

b) (Cudl es la semivida (o vida media) del medicamento?
. Si n es el nimero promedio de terremotos (en todo el mundo) en un afio, cuya magnitud esta entre
Ry R+ 1 (en la escala Richter), entonces:

log(n) =7,7—0,9R

Despeja el valor de n.



N esta seccion, se estudiardn sistemas de ecuaciones en dos y tres variables, los distintos métodos

de solucién y sus aplicaciones; asi mismo, sistemas de desigualdades en dos variables y su
solucion.

Un conjunto de ecuaciones lineales se llama un sistema de ecuaciones lineales . Si dos ecua-
ciones tienen la misma solucion, se dice que son equivalentes. Toda ecuacion equivalente a otra de
la clase ax+ by = ¢, en la cual a,b y ¢ son constantes, se llama ecuacion de primer grado con dos
incognitas.

La solucién de un sistema lineal de dos ecuaciones en dos variables es el conjunto de todos
los pares ordenados de nimeros, tales que cada par satisface a todas las ecuaciones del sistema.
Si dos ecuaciones con dos incdgnitas tienen una y solo una solucién, se denominan ecuaciones
consistentes. Si no tienen solucion, se llaman ecuaciones inconsistentes, y si tienen un nimero
infinito de soluciones, ecuaciones dependientes.

Los métodos para hallar la solucién a los sistemas de ecuaciones son:
i) Metodo grifico.

ii) Método de adicién o sustraccion.

iii) Método de sustitucion.

iv) Método de igualacion.

v) Método de los determinantes.

Este es un método auxiliar para comprender los tres tipos de ecuaciones anteriormente definidas, no
es, sin embargo, un método eficaz para obtener la solucién cuando esta existe. En primer lugar, es
excesivamente laborioso; segundo, la exactitud del método depende de la habilidad del operador
para construir las dos graficas y para estimar las coordenadas de su punto de interseccion.
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Para aplicar el método grafico, se realizan los siguientes pasos:
= Se despeja la incégnita (y) en ambas ecuaciones.
= Para cada una de las ecuaciones, se construye la tabla de valores correspondientes.
= Se representan graficamente ambas rectas en los ejes coordenados.
= Se hallan los puntos de intercepcion.

Halla el conjunto solucién del sistema de ecuaciones lineales.
3x+2y = 7 9.1
2y—x = 0 (9.2)
Despejando y en la ecuacién (9.1), obtenemos:

_7_3
Y=372*

Calculamos la respectiva tabla de valores:

x —4 [ 20 2 4
1 11 1 1 1
9% 17 |3% |3 |2

Analogamente, para la ecuacion (9.2), nos queda que:

y=2x

y ademads:

x | 4] 20 2] 4
fx) | =8 | =4 [0 |4 |8

Si graficamos nos queda la (ver figura 9.1).
De donde podemos ver que el punto de interseccién tiene coordenadas (1,2) es decirx =1y
y=2.

Los métodos algebraicos utilizados en la resolucion de ecuaciones de primer grado con dos incognitas
buscan eliminar primero, una de las variables; de las dos ecuaciones dadas, se obtiene una tercera
con una sola incognita, cuya solucion es uno de los valores buscados. Luego, se sustituye dicho valor
en una de las ecuaciones del sistema y se calcula el otro valor.

9.1.2 Método de eliminacion por adicién o sustraccion

Este método se puede resumir en los siguientes pasos:
i) Se selecciona la incégnita mas fécil de eliminar.
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3x+2y-7=0

N

(1,2)

-4 =3 =2 =1 1 2 3 4 5 6 7

Figura 9.1: Gréficas de las ecuaciones 3x+2y =7y y—2x=0.

ii) Se encuentra el MCM de los dos coeficientes de esta incognita.

iii) Se multiplican los dos miembros de cada ecuacidn por el cociente obtenido al dividir el anterior
MCM entre el coeficiente de la incégnita seleccionada en la ecuacién.

iv) Se suman o se restan los miembros correspondientes de las ecuaciones obtenidas en el paso
anterior, seglin sean opuestos o iguales los signos de los términos en los que aparece la
incégnita seleccionada.

v) Se resuelve, para la incégnita que queda, la ecuacion resultante.

vi) Se sustituye el valor obtenido en el paso anterior en cualquiera de las ecuaciones dadas y se
resuelve ésta para la otra incognita.

Resuelve por adicion:

3x—y = 9
2x+y

En el primer caso, seleccionamos la variable de mas facil manipulacion, es decir y:

3x—y=9
2x+y=1
5x =10
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x = 2. Reemplazamos el valor de esta incégnita en cualquiera de las ecuaciones y obtenemos:

32)—y =
6—y =
-y =

y = -3

En consecuencia, la solucién del sistema se puede escribir como:

x=2,y=-3
o también:

{(2,-3)}

2x—3y = -2

3x—2y = 12

En el segundo caso, se presenta el mismo grado de dificultad en la seleccién de la variable, asi
es que podemos elegir la variable x para simplificar. De este modo, se tiene que el MCM de
dichos coeficiente es 6. Entonces escribimos:

3(2x=3y) = 3(-2)
2(3x—=2y) = 2(12)
Lo anterior nos produce el siguiente sistema:
6x—9 = —6
6x—4y = 24

Como los coeficientes son iguales y del mismo signo, realizamos las diferencia del sistema.
Asi se tendra:

6x—9y=—6

B 6x —4y =24
Sy =-30

y=6
Reemplazamos el valor de esta incognita en cualquiera de las ecuaciones y obtenemos:

2x—3(6) = -2
2x—18 = -2

2x = 16

x = 8
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En definitiva, la solucién del sistema se puede escribir como:
x=8,y=6

o también:
{8,6}

9.1.3 Método de eliminacién de una variable por sustitucion

Este método se puede resumir en los siguientes pasos:

i) Se resuelve una de las ecuaciones para una de las variables en términos de la otra, (por ejemplo y
en términos de x).

ii) Se sustituye el valor encontrado de y en la otra ecuacién. De esta forma se obtiene una ecuacion
en la que aparece tnicamente x (la otra incognita); y se resuelve esta ecuacion.

iii) Se sustituye el valor de x en la ecuacién obtenida en el primer paso, y se calcula el valor de la
variable y.

Resuelve por sustitucion:
Sx+3y = 13
3x—y =5

Seleccionamos la segunda ecuacion y despejamos la variable y, obteniéndose: y = 3x — 5.
Reemplazamos este valor en la primera ecuacion y resolvemos para la otra incégnita:

5x+3(3x—5) = 13
Sx+9%x—15 = 13
14x = 28

2 = 2

Reemplazamos el valor de esta incégnita en la ecuacién despejada y obtenemos:
3x—5

= 3(2)-5

= |

En consecuencia, la solucidn del sistema es: x =2,y = 1.
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6x+5y = 13

Ix—4y = 25

. . . . . ., 13 -5y
Seleccionamos la primera ecuacién y despejamos la variable x, obteniéndose: x = c

Reemplazamos este valor en la segunda ecuacién y resolvemos para la otra incégnita:

13 —
7( 365y)—4y — 25

7(13—-5y)—24y = 150
91 -35y—24y = 150
—5%9 = 59

y = —1

Sustituimos el valor de esta incognita en la ecuacién despejada y obtenemos:

13—-5(-1)
6
1345 18
X = — = —
6 6
z = 3
En definitiva, la solucion del sistema es: x =3,y = —1

9.1.4 Método de eliminacion de una variable por igualacién

Este método se puede resumir en los siguientes pasos:

i) De cada una de las ecuaciones del sistema, se despeja una de las variables en términos de la otra.

ii) Seigualan las ecuaciones resultantes del paso anterior, obteniéndose asi una ecuacién en la que
aparece una sola variable (la otra incdgnita) y se resuelve esta ecuacion.

iii) Se sustituye el valor de esta tltima variable en una de las ecuaciones obtenidas en el primer paso
y se calcula el valor de la variable que alli aparece.

Resolvamos por igualacion:

3x—4y = -2
x+2y = —4

Seleccionamos la variable x, para obtener las siguientes ecuaciones: x = yT yx=—-2y—4.
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Igualamos estas dos ecuaciones y resolvemos para la otra incégnita:

4y—2 = 3(-2y—4)
4y—-2 = —6y—12
10y = —-10
y = —1

Reemplazamos el valor de esta incognita en cualquiera de las ecuaciones despejadas y obtene-

mos:
4(—-1)—-2 —4-2 6
= = = ——= _2
* 3 3 3
En consecuencia, la solucién del sistema es: x = —2,y = —1.
6x+5y = 13
Tx—4y = 25

13—6x  Tx—25

Seleccionamos la variable y. Asi, resulta las siguientes ecuaciones: y = 5 yy n
Igualamos estas dos ecuaciones y resolvemos para la otra incégnita:
13—6x  7x—25
5 4
4(13—6x) = 5(7x—25)
52—-24x = 35x—125
=59 = 177
x =3

Reemplazamos el valor de esta incognita en cualquiera de las ecuaciones despejadas y obtene-

mos:
13—-6(3) 13-18 5
y=—%5 5 ~— 5 !
En definitiva, la solucién del sistema es: x =3,y = —1.
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Vida de la herramienta“.

Se denominan ecuaciones de duracion o de vida de la herramienta a expresiones matematicas
que relacionan la duracién de la herramienta con uno o varios pardmetros del proceso de
mecanizado. La eleccién del valor de la velocidad de corte es un pardmetro esencial en todo
proceso de mecanizado, porque de ella depende tanto la duracién de la herramienta como el
nivel de produccion y el grado de acabado superficial.

Taylor realiz6 ensayos considerando como criterio de duracion el desmoronamiento del filo
de la herramienta, variando la velocidad y manteniendo constante los demds pardmetros. Los
resultados de los ensayos de Taylor condujeron a pares de valores velocidad de corte-vida de
la herramienta, ajustables a una curva potencial en coordenadas cartesianas 0 a una recta en
coordenadas doblemente logaritmicas. Su forma es:

vI" =c¢ 9.3)

(Ver Figura 9.2)

VT"=C

Cc7

%

Figura 9.2: Grifica de la velocidad de corte contra la vida de la herramienta.

o también
log(v) +nlog(T) = log(C)

(ver figura 9.3)

v es la velocidad de corte en m/min; T, la duracién de la herramienta en minutos; n es
un factor que depende del material de la herramienta; y C es una constante que expresa la
velocidad de corte para una duracién unitaria de la herramienta, viniendo referido para cada
geometria de herramienta relacién de forma b/h y tipo de mecanizado, este es un indicador de
la maquinabilidad del material de la pieza bajo las condiciones de mecanizado de los ensayos.
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70g V

Figura 9.3: Gréfica en escala log —log de la velocidad de corte contra la vida de la herramienta.

El exponente n expresa la pendiente de la recta log(v)/log(T) y se puede determinar cono-
ciendo dos pares de valores (vi,T}) y (v2,7>) puede determinarse.

Por ejemplo: cuando una herramienta tiene una velocidad de 400 pies/min, el tiempo de vida
es de 5 min y si v =200 pies/min, entonces, T = 41 min. Hallemos la ecuacién de Taylor
para la vida de las herramientas.

Tenemos:
(vi,T1) = (400,5) 9.4)
(v2,T2) = (200,41) 9.5)
luego:
4005)" = C 9.6)
200041)" = C 9.7)

Si igualamos las ecuaciones 9.6 y 9.7 tenemos:

400(5)" =200(41)"

Si tomamos los logaritmos naturales de cada término:
In(400) +nIn(5) = 1n(200)+nln(41)
5,9915 + 1,6094n 5,2983+4-3,7136m

0,6932 = 2,1042n

0,692
T 21042
n o= 0329

Sustituyendo este valor de n en la ecuacion 9.6, obtenemos el valor para C.

400(5)%3? = ¢
C = 679
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Si remplazamos el valor de n en la ecuacién 9.7, obtenemos el mismo valor para C:

200(41)%3% = ¢
c = 679

Por lo tanto, la ecuacién de Taylor para la vida de las herramientas de los datos 9.4 y 9.5 es:

vI%3% = 679

“Tomado de Groover, M. P. (1997). Fundamentos de Manufactura Moderna. Materiales, procesos y sistemas.
Naucalpan de Juarez, Mexico, Mexico: Prentice Hall.

9.2 Resolucion de ecuaciones de primer grado con tres incégnitas

La solucién de este tipo de ecuaciones (si existe) consta de tres nimeros, uno por cada incognita, que
satisfacen todas las ecuaciones dadas. Para encontrar dicha solucidn, se elimina una de las variables,
con el fin de obtener un sistema equivalente, que comprende unicamente a dos ecuaciones con dos
incognitas, y se resuelven de acuerdo con algunos de los métodos descritos con anterioridad.

Resolvamos, simultdneamente las ecuaciones:

(D) 3x—2y+3z=16

?) x+3y—6z=-23

3) 3x+4y—2z=-9

Ya que el coeficiente de z en (2) es divisible entre los coeficientes de z en (1) y (3), se
empieza por eliminar a z. La operacion se efectia multiplicando (1) por 2 y sumando el
resultado a (2); esto es:

4) 6x —4y+627=32 [Ecuacién (1) multiplicada por 2]

?) x+3y—6z=-23

5) Tx—y =9 [Ecuacién (4) mds ecuacion (2)]

Se multiplica ahora la ecuacion (3) por 3 y el resultado se resta de la ecuacién (2); es decir:
(6) 15x+ 12y — 6z = —27 [Ecuacién (3) multiplicada por 3]

2) x+3y —6z=-23

@) 14x+ 9y =—4 [Ecuacién (6) menos ecuacion (2)]

Se tienen ahora las ecuaciones (5) y (7), las cuales contienen tinicamente a las variables x y
y. Resolviendo este nuevo sistema por adicion y sustraccion, se tiene:

(8) 14x—2y=18 [Ecuacién (5) multiplicada por 2]
(7 14x+9y=-4
—11y=22 [Ecuacién (8) menos ecuacion (7))
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Luego, y = —2. Sustituyendo y = —2 en (5), se obtiene:

Tx—(=2) = 9
Ix+2 = 9
x = 1

Por lo tanto, los valores buscados son x = 1 y y = —2. Se remplaza estos valores en cualquiera

de las ecuaciones originales y se calcula z.. Si se escoge (1), resultaria asi:
3x—2y+3z = 16
3(1)=2(-2)+3z = 16
3+4+3z = 16

3z = 12
z = 3
En definitiva, la solucién del sistemaes: x =1,y = -2,z = 3.

Una maquina de cambiar monedas cambia los billetes de un délar en monedas de 25 y de 5
centavos de dolar. Si recibes 12 monedas, después de introducir un billete de 1 délar, ;cuantas
monedas de cada tipo recibe?

Sean x =nimero de monedas de 25 centavos, y = nimero de monedas de 5 centavos;
entonces, el sistema que se forma es:

x+y = 12
25x+5y = 100

Resolviendo obtenemos que:

x=2yy=10.

Un joyero tiene dos barras de aleacién de oro: una es de 12 quilates y la otra, de 18 (el oro de
24 quilates es oro puro; el de 12 quilates corresponde a % de pureza; el de 18, a % de pureza
y asi sucesivamente). ;Cudntos gramos de cada aleacién se deben mezclar para obtener 10 gr
de oro de 14 quilates?

Sean x =numero de gramos utilizados de oro de 12 quilates, y = nimero de gramos

utilizados de oro de 18 quilates, entonces, el sistema que se forma es:

x+y = 10
12 18

14
L2y = 21
2% T g 24 (10)

— 187 —



9. Sistemas de Ecuaciones

Resolviendo obtenemos que:

2 1

x=63 yy=33

Solucién de ecuaciones de primer grado por medio de determinantes

Definicion 9.1 Determinante de segundo orden
La ordenacién cuadricular de cuatro nimeros

c d

ab‘

se denomina determinante de segundo orden 'y su valor o desarrollo es: ab — bc. Las letras
a,b,c, y d se llaman elementos del determinante.

Veamos como los determiantes se pueden utilizar para resolver un sistema de ecuaciones simultaneas
en dos variables.
Consideremos un sistema general de ecuaciones lineales en las variables x y y, asi:

ax+by= m
cx+dy= n

Aqui a,b,c,dmy n son reales; entonces, las soluciones de dichas ecuaciones se pueden determinar
mediante las siguientes formulas:

N

LS|
N

QU S| I

donde ad — bc # 0. Como se observa, existen tres determinantes involucrados en la solucién del
sistema, De esta forma se puede escribir:

D— D, = a m

a b
D. —
cd’ o c n

Notése que D es el determinante de los coeficientes de las variables del sistema. Para dos incégnitas,

este método se puede resumir en los siguientes pasos:

i) En cada ecuacion, se transponen y ordenan los términos de tal modo que los términos constantes
aparezcan en el miembro de la derecha y los que contienen las variables, en el de la izquierda.
Estos deben tener el mismo orden en cada ecuacion.

ii) Se indica cada solucion (o valor de una de las incégnitas) como cociente de dos determinantes.
El denominador es siempre el determinate de los coeficientes.

iii) El numerador de la solucion para una incognita es el determinante que se obtiene al sustituir en
el determinante de los coeficientes, los coeficientes de la incégnita por los términos constantes.
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Resolvamos:
3x—y = 9
2x+y =
0
ol LU _OmM-MED _ 9= _9+1 _10_,
3 -1 BM-@CD 3-(-2) 342 5
2 1
HH
121 3m-2009)  3-18 _—15_—715_73
Y13 O ®0-@F) 3-(-2) 3+2 5
2 1
En consecuencia, la solucién del sistema es: x =2 , y = —3 o también {(2,—3)}.

9.3 Determinantes de tercer orden

Definicion 9.2 Determinante de tercer orden
La ordenacion cuadricular

ay by ¢
a by o
az by c3

se denomina determinante de tercer orden y su valor o desarrollo es: ajbrcz + axbszcy +

a3b1C2 — a3b201 — a1b3cz — a2b163.

Regla de Sarrus
La regla de Sarrus es un método fécil para memorizar y calcular el determinante de una matriz 3 x 3.
Recibe su nombre del matematico francés Pierre Frédéric Sarrus.

Considérese el determinante 3 x 3:

ap dpz2 a3
azy dazp a3
asy asy asj

Se puede calcular de la siguiente manera:
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En primer lugar, se repiten las dos primeras columnas de la matriz a la derecha de manera que
queden cinco columnas en fila. Después, se suman los productos de las diagonales descendentes y se
sustraen los productos de las diagonales ascendentes. Esto resulta en:

au\alz T
a5 My REE
sy, s, a3

Figura 9.4: La regla de Sarrus: El producto de los nimeros en las diagonales continuas se suman y el producto
de los nimeros en las diagonales en trazos se restan.

det(A) = anapasz + arazaiz +azianas — aizbacesr —axsbsci —azzbiaca

® El término a;; representa al elemento del determinante que se encuentra en la fila i, columna ;.
Por ejemplo el término a3 representa al elemento del determinante que se encuentra en la fila
2, columna 3.

Consideremos un sistema general de ecuaciones lineales en las variables x, y y z asi:

a;x+biyt+ciz= d
mx+byt+cz= da
a3x+b3y+03z = dy

Entonces, en forma andloga, los sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas, los podemos resolver
escribiendo:

d] b] C1 ag dl C1 aq b] d]

dz bz Cc2 an dz Cc an bz dz
_|dy by 3| D |as d3 c3| D,  |a3 by di| D,
T ay b1 Cl B D’ v ag b] C1 —3’ °T ay b1 C1 _B

an bz (&) as bz (&) ar bz (&)

az by c3 a3 by ¢ az by c3

Cualquiera que sea la incégnita que se despeje su numerador se obtiene sustituyendo en D sus
coeficientes por los términos constantes.
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Ahora:

xn =

Ejercicios 9.1

B =

Resolvamos:
3x+2y—z = 12
X+ y+z = 6
x—2y—z = —2

Podemos hallar cada uno de los determinantes por separado, esto es:

3 2 -1
1 1 1
3 -2 -1

3 1(=1)42-1-14+—1-1(=2)— (=1)1-1=3-1(=2) —=2-1(=1)
SRR G

10
12 2 -1
6 1 1 |=—-12—-4412-2+24+12=30
=2 =2 =l
3 12 -1
1 6 1 |[=—-184+12+2+64+6+12=20
1 =2 =i
3 2 12
1 1 6 |=—6—-24418—-12+36+4=10
I =2 =2

Finalmente, obtenemos:

D _30_,
D 10
D, 20

D10 2
D171071
D 10

. Un videoclub estd especializado en peliculas de tres tipos: infantiles, oeste americano y terror. Se
sabe que: el 60 % de las peliculas infantiles mas el 50 % de las del oeste representan el 30 % del
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total de las peliculas. E1 20 % de las infantiles mas el 60 % de las del oeste mds del 60 % de las
de terror representan la mitad del total de las peliculas. Hay 100 peliculas mas del oeste que de
infantiles. Halla el nimero de peliculas de cada tipo.

. Los lados de un tridngulo miden 26, 28 y 34 cm. Con centro en cada vértice, se dibujan tres
conferencias, tangente entre si dos a dos. Calcula las longitudes de los radios de las circunferencias.

Figura 9.5: Calcula las longitudes de los radios de las circunferencias.

. Por un rotulador, un cuaderno y una carpeta, se pagan 3,56 euros. Se sabe que el precio del
cuaderno es la mitad del precio del rotulador y que el precio de la carpeta es igual al precio del
cuaderno mds el 20 % del precio del rotulador. Calcula los precios que marcaba cada una de las
cosas, sabiendo que sobre esos precios se ha hecho el 10 % de descuento.
. Disponemos de tres lingotes de distintas aleaciones de tres metales A, B'y C. El primer lingote
contiene 20 g del metal A, 20 g del By 60 del C. El segundo contiene 10 gde A, 40 gde By 50 g
de C. El tercero contiene 20 g de A, 40 g de B 'y 40 g de C. Queremos elaborar, a partir de estos
lingotes, uno nuevo que contenga 15 g de A, 35 gde By 50 g de C. ; Cudntos gramos hay que
coger de cada uno de los tres lingotes?
. Una familia consta de una madre, un padre y una hija. La suma de las edades actuales de los 3 es
de 80 afios. Dentro de 22 aios, la edad del hijo sera la mitad que la de la madre. Si el padre es un
afio mayor que la madre, ;qué edad tiene cada uno actualmente?
. El ensayo de la vida de la herramienta en un torno ha arrojado los siguientes datos:
= Para una velocidad de 350 pies/min, el tiempo de vida es de 7 min.
» Para una velocidad de 250 pies/min, el tiempo de vida es de 50 min.
Teniendo en cuenta lo expuesto en la ecuacion 9.3, con estos datos:
a) Determina los pardmetros n'y C.
b) Usando su propia ecuacion, calcula la vida de la herramienta que corresponde a una veloci-
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dad de corte v =300 pies/min
¢) Usando su propia ecuacion, calcule la velocidad de corte que corresponde a una vida de
herramienta T = 10 min.
7. Se puede formular una versién mejorada de la ecuacion 9.3 para incluir el efecto del avance de la
profundidad de corte, esta ecuacion es:

vI"f" =K

f es el avance de la profundidad de corte medido en pulgadas y k es una constante que tendrd un
significado distinto a C. En una serie de ensayos de torneado, se recopilan los siguientes datos:
w v=2,0m/seg, f =02mm/revy T = 12 min.
= v=1,5m/seg, f =02mm/revy T =40 min.
m v=2,0m/seg, f =03 mm/revy T = 10 min.
Con los datos obtenidos:
a) Determina los valores de n, my K.
b) Usando su ecuacion, calcula la vida de la herramienta cuando v = 1,5 m/segy f = 0,3
mm/rev.
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Intercambiar argumentos con
una persona que ha renunciado
a la 16gica es como darle

medicina a un muerto.

Thomas Paine

As funciones racionales son aquellas que se pueden expresar como cociente de polinomios %

El método de las fracciones parciales consiste en descomponer un cociente de polinomios

g((i)) en una suma de fracciones de polinomios de menor grado. Se utiliza principalmente en calculo
integral. El requisito mds importante es que el grado del polinomio del denominador sea estrictamente

mayor que el del numerador.

Si el grado del polinomio del numerador es mayor o igual al del denominador, se debe primero
hacer la division de los dos polinomios.

X3 X

B
X241 X2 +1
. P(x) . . < . <
Un cociente O(x) S€ Va a expresar en una suma de expresiones racionales mas sencillas, basdndose en
los casos de factorizacién de Q(x).
S ; 2 _ 1 =1 yall- ‘onaldad <

Es sencillo comprobar que »=7 = =7 + ;77 y al lado derecho de la igualdad, se le llama descompo-
sicion en fracciones parciales. Es tedricamente posible expresar:

7:E1+E2+ ..... +El‘l7

donde cada una de las expresiones E; tiene la forma:

A . Aix+ B;
) .
(px+q)' (ax? +bx+c)f

utilizando la factorizacién del polinomio Q(x).



10. Fracciones Parciales

10.1Caso I: El denominador tiene raices reales sencillas o repetidas

Q(x) tienes raices reales sencillas o repetidas, 1o que genera el factor (px+¢q)™ ,m > 1.
La descomposicion es de la forma:
A A A; A
b o b e
px+q  (px+q) (px+q) (px+4q)

A; es nimero real.

Es decir, tiene tantas fracciones parciales como repetido esté el factor px + ¢. Si el factor no
estd repetido, habra entonces una sola fraccion parcial (ver ejemplo 10.1).

¢ Porqué constantes en el numerador? Porque el grado del polinomio del numerador debe ser
menor que el del denominador. Si este es de grado uno, el polinomio del numerador tiene que ser de
grado cero y un polinomio de grado cero es una constante.

El que aparezca (px—+ q)™ estd indicando que la raiz f% se repite m veces (se llama raiz de
multiplicidad m) y en consecuencia, el polinomio bdsico es px + ¢, que al ser de grado uno explica
que el numerador sea de grado cero. Para la descomposicion en fracciones parciales procedemos asi:

i) Se reduce a comun denominador (minimo comun multiplo), se debe obtener el denominador
de la fraccién propuesta originalmente
ii) Se igualan los numeradores de la fraccion original con el numerador cuyas constantes se van a
encontrar
iii) Se hallan las constantes por uno de los métodos como se igualan polinomios, ddndole valores
a la variable o comparando coeficiente a coeficiente.

1 B 1
B-x2-2x  x(x—-2)(x+1)
1 A A A
B—x2-2x 7+(x—2) (x+1)
1 A =2)(x+ 1) +Ax(x) (x+ 1) +A3(x) (x - 2)
B—-x2-2x x(x—=2)(x+1)

Ya que los denominadores son iguales podemos igualar los numeradores. Dando valores
adecuados a x, podemos eliminar términos para calcular Aj,A, y As.

1=A1(x=2)(x+1)+A2(x)(x+ 1) +A3(x)(x —2)
Six=0  1=A(-2)(1) = A=

1
Six=2  1=M4Q2)3)= A=

1
Six=-1  1=A(-1)(-3) =4 =3
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Con lo anterior tenemos:

1 1
B-x2-2x  x(x—2)(x+1)
A Ay Aj
= =2 Gl
1 1 1

A E TS

1—x o A1 A2 A3 A4
GI3)2—37 _ 13 2=  2—3%2  @2—3%p
A1(2—3%)°+A2(2—3x)%(x+3) +A3(2 — 3x) (x +3) + A4 (x +3)
(x+3)(2—3x)3

Igualamos numeradores:

1—x=A1(2—3x)° +A2(2 - 3x)*(x +3) + A3(2 = 3x)(x +3) + A4 (x +3)

2 1 2 1
ix= 2= - =Ay(543) = Ay = —
Six 3 3 4(3 3) 4 1

4
Six=-3=4=A1(11) =4, = —
1X 1( ) 1 ( 1 1) 3
Como ya no disponemos de mds raices del denominador, que son las que mas facilitan los
célculos, se puede usar una de las dos alternativas siguientes:
a) Remplazar A; y A4 por sus valores y luego desarrollar todo para comparar coeficiente a
coeficiente:

1—x= ﬁ(z—w& +A42(2—3x)2(x+3) +A3(2— 3x) (x +3) + ll—l(x+3)

desarrollando

4
les — G (8 —36x -+ 54x> — 27x°) 4+ Ax(9x> + 15x% — 32x + 12) + A3 (—3x* — Tx +

32 _ 144 n 216 2 108
(03~ (T anst T e
3

1
—343x* —7A Az + —x+ —
3Asx 3x+6 3+11x+11

X2+ 94, + 154,32 — 324,x + 124,
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Agrupamos términos

108 216 144 1
1—x =x3 <_113 +9A2> +x2 <113 + 15A2 —3A3) +x (—113 — 32A2 —7A3 + 11)

32 3
‘|‘m +12A, + 6A3 + 11
Como dos polinomios son iguales si y s6lo si sus coeficientes respectivos lo son, nos

queda que:

108
*(11)3+9A2 =0
L 12
e
216
oy +1s4e =3 = 0
216 180
—34A3 = 0
(arp Tanp

132
(11)?
Si se hicieron las cosas bien, remplazando A, y A3z por los valores encontrados

A3 =

_ 32 144 792 3 32+41444792+363
(1) (A3 (113 1 1331 N

de la constante

1

e 144 384 924 +i _ —144 —384 — 924 + 121 _
(113 (11> (113 11 1331

del coeficiente de x.

Después de remplazar A; y A4 por sus respectivos valores, se forma un sistema de dos

ecuaciones con dos incognitas A, y Az y se le da a x dos valores cualquiera (diferentes

de —3yde 3).

Por ejemplo parax =0

1-x = (1‘:)3 (2—3x)* +A2(2—3%)%(x+3) +A3(2 —3x) (x+3) + %(x+3)

4 3
1 = —— (22 +124, +6A5+ —
(11)3()+ 2+6. 3hie

-1

b

~

para x=1
4 4
0=——%+4A; —4A3+ —
(1) T
Con lo cual, resolvemos el sistema:
936

124, +6A3 = g

480
4A2 — 4A3 == —W
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132 12
Encontramos que Az = ITH yAy, = CSER Ahora:
1—x A1 A2 A3 A4
e aaE + + 5+ 3
(x+3)(2—3x) (x+3) (2-3x) (2-3x)? (2-3x)
4 B 12 n 132 n 1
113(x+3) 113(2—-3x) 113(2—3x) 11(2—3x)2

10.2 Caso lI: El denominador tiene raices complejas

Q(x) tiene raices complejas, lo que produce un factor cuadritico irreducible (ax? + bx +c)™;
m> 1.
La descomposicion serd en la forma:

Cix+ Dy Cox+ Dy Cpx+ Dy,
ax?+bx+c  (ax®+bx+c)2 T (ax®> +bx+c)"

Es decir, tantas fracciones parciales como repetido esté el factor cuadratico.

Esta vez, el polinomio del denominador es de grado dos (irreducible, puesto que no se puede
factorizar en R); razén por la que el polinomio del numerador es de grado menor; el polinomio més
general de grado menor es el lineal o de grado uno.

1 _ Aq n Ar +CX+D
H—1" (x+1) (x—1) (2+1)

Sabiendo que el denominador tiene que ser el minimo comutn multiplo para que sea el
denominador de la fraccion original:

1 o A1 A2 Cx+D
“-1 (x—|—1)+(x—1)+(x2+1)
A=D1+ A (x+1)(2+1)+ (Cx+ D) (x> — 1)
- -1

entonces se iguala el denominador:
1=A1(x— D)@+ 1) +A2(x+1)(Z + 1)+ (Cx+D)(x* — 1) (10.1)
Se remplaza ciertos valores de x en la ecuacién (10.1) y nos queda que:
1
Parax=1= 1=4,(4) = Ay = 7

1
Parax=—1=1=A|(—4) = A, = -

1 1
Parax:O:>1:_Z+Z—D:> D=-—1
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1
Parax=2:>1=—§+zs+6C—3:> 6C:%:>C:9,luego

11 1 +9x—1
H—1 4x+1) 4x-1) x2+1

X Cix+ D, Cyx+D»
Ctxt1)2 (762—1—)c—|—1)—’_(xz—i—x—i—l)2
(Cix+Dy)(x* +x+ 1) + (Cox+ D)
- (x2+x+1)2

Entonces:
X = (C1x+Dy)(x* +x+ 1)+ (Cox + Dy).

No se dispone de ninguna raiz real, por lo tanto, efectuamos el producto para comparar
coeficientes.

¥ = CXP+Cx*+Cix+Dix*+Dix+D;+Cox+D;
= x°(C1) +x*(C1+Dy) +x(Cy + D1 +Cs) + (D1 +Dy)

comparamos coeficientes:

C =1
Ci+D=0=D;=-1
Ci+D1+C=0=C=0
Di+D;=0=D,=1
Finalmente, se sustituye:

X Cix+ D, Cox+ Do x—1 1

(2+x+1)2  (2+x+1)  (@2+x+1)2 T X xtl + (x2+x+1)2
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11.

12.

13.

14.

15.

10. Fracciones Parciales

Ejercicios 10.1 Expresar las siguientes fracciones en fracciones parciales

x—7

" x2-25

x—3
X2 —14x+49
2 +1
(x+2)2
x—1
X2 4 6x
-1
X3+ 8x
dx+2
x2—36

5x—3
x2 —16x+64
x+2
47
x—1
x24Tx
241
X3 4+x
4x+2
x2—36

5x—3
x2 4 16x+64
241
(x—4)2
x—1
x2—Tx
245
X3 —2x

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

dx—2
x2 — 64

5x+3
X2+ 18x+81
247
(x=7)2
x+1
x2+8x
x*=5
x3—2x
3x—1
x2-9

x—4
X2 +4x+4
K +11

(x+2)3
6x+1
X2 42x
4dx—1
X34+ 2x
x+5
x2—16
2x—5

x2+10x+25
43
(x+1)3
2x—1
X% +4x
x—1

X3 +6x
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Many who have had an opportunity of knowing
any more about mathematics confuse it with
arithmetic, and consider it an arid science. In

reality, however, it Is a science which requires a

great amount of imagination.

(Sofia Kovalevskaya)

Na condicidn en x es una expresion que contiene la variable x y se transforma en una proposicion
matematica, es decir, en una afirmacién que es verdadera o falsa, cuando se sustituye x por
un elemento del dominio en consideracién, en nuestro caso, por un nimero real. El conjunto de
elementos del dominio que hacen de la condicion una proposicion verdadera se llama el conjunto
solucion de la condicion.
La mayoria de las condiciones que se presentan en matemadticas tienen la forma de una ecuacién o
de una desigualdad. En esta seccion, estudiaremos algunas desigualdades y sus soluciones.
Resolver una desigualdad es encontrar su conjunto solucidn; en otras palabras, encontrar todos
los nimeros reales que la hacen verdadera. El procedimiento para resolver desigualdades consiste
en transformarlas en desigualdades equivalentes, esto es, desigualdades que tienen las mismas
soluciones, hasta que el conjunto solucién sea obvio. Las herramientas para este trabajo son las
propiedades del orden entre los nimeros reales. Por su uso tan frecuente, recordamos las siguientes:
= Six <y, entonces, x+z<y+zparaz € R.
= Six<yyz>O,entonces,xz<yzy)Zf < g

. X
= Slx<yyz<0,entonces,xz>yzy7>X.
z z

Ejemplo 11.1 ]

Resolvamos la desigualdad:

2x+7<5x—6

! Adaptado de http:/www.virtual.unal.edu.co/unvPortal/courses/Courses Viewer.do?reqCode=viewOfFacultys



11. Desigualdades

Las siguientes desigualdades son equivalentes:

2x+7<5x—-6 Desigualdad dada.
—3x+7< -6 Sumando —5x.
—3x< —13 Sumando —7.
13

1
x> 3 Multiplicando por =

13
Por lo tanto, el conjunto solucion de la desigualdad es el intérvalo [3 , oo) , que se muestra

enla figura 11.1.

13/3

'S
t t

4
3 2 A 0 1 2 3

Figura 11.1: conjunto solucion de la desigualdad 2x+7 < 5x — 6.

Resolvamos la desigualdad:
—5<4x+1<9

Aunque la desigualdad dada es equivalente a las dos desigualdades:
—S5<4x+1 y 4x+1<9,

las podemos resolver simultdneamente de la siguiente forma:

—5<4x+1<9 Desigualdad dada.
—6<4x<8 Sumando —1.

6 8 1
7 <x< 1 Multiplicando por 7R
3
) <x<2 Realizando las operaciones.

3
Por lo tanto, el conjunto solucién de la desigualdad es el intérvalo (—2 , 2> .

Resolvamos la desigualdad:

¥ —10x+21>0
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Desigualdades

En el diagrama, las lineas verticales corresponden a los puntos de separacion y la recta horizontal es

La desigualdad es equivalente a:
x=7)(x=3)>0

El producto (x —7)(x — 3) puede cambiar de signo solo en 7 o en —3, que son los puntos
donde x —7 = 0 o x — 3 = 0. Estos puntos los podemos llamar puntos de separacion y nos
dividen la recta en tres intérvalos:

(_°°73)? (377) y (7’°°)'

En cada uno de estos intérvalos, (x —7)(x — 3) conserva el signo, es decir, siempre es positivo
o siempre es negativo. Para determinar el signo en cada intérvalo usamos un punto de prueba,
elegido dentro del intérvalo. Por ejemplo si tomamos x = 0 en el intérvalo (—eo,3) los valores
de (x—7) y (x—3) son ambos negativos y por lo tanto, (x —7)(x —3) > 0 en este intérvalo.
Similarmente, se procede con los otros intérvalos. Los resultados se pueden expresar en una
tabla de signos como la siguiente:

Intérvalo (=,3) | (3,7) | (7,)
Signo de (x—7) — - +
Signo de (x—3) = + +
Signo de (x—7)(x—3) + = +

El signo (x —7)(x — 3) se obtiene aplicando las reglas de los signos. Por lo tanto, vemos que
la solucién de la desigualdad es (—0,3) U (7,).

Una manera mas préctica de resolver esta desigualdad es elaborando un diagrama de
signos, como se muestra a continuacion, en la figura 11.2.

Signo de (x-7) - - +

Signo de (x-7) ~ +

Signo de (x-7)(x-3) + = +
3 7

Figura 11.2: Diagrama de signos para la solucién de x> — 10x +21 > 0.

la recta real.

Resolvamos la desigualdad:

(2x+3)(4—x)(x+5) <0
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Elaboramos un diagrama de signos. Primero obtenemos los puntos de separacion resolviendo

las ecuaciones 2x+3 =0,4 —x =0y x+5 = 0. Los puntos de separacién son —%, 4y 5.
Asi tenemos el siguiente diagrama (ver figura ?7?).

Analizando el signo resultante, es decir, el signo de (2x+ 3)(4 —x)(x +5), vemos que la
solucién de la desigualdad dada es:

Resolvamos la desigualdad:

3x—1

>2
x+4

La desigualdad es equivalente a cada una de las siguientes:

x+4
(Bx—1)—2(x+4)
x+4
x—=9
x+4

>0

>0

Si elaboramos el diagrama de signos (ver figura 11.4), tenemos:

Signo de (x-9) - -
Signo de (x+4) S 4 i
Signo resultante + - —+
4 9
. . . ., 3x—1
Figura 11.4: Diagrama de signos para la solucién de ) >2

Por lo tanto la solucién de la desigualdad es (—eco, —4) U (9, 0).

11.2 Desigualdades cuadraticas

Una desigualdad se llama cuadrdtica si tiene alguna de las formas siguientes:
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ax*+bx+c > 0

ax>+bx+c > 0

ax*+bx+c <0

ax’+bx+c < 0
cona #0.

Antes de indicar como se resuelven estas desigualdades, recordamos que las soluciones de la ecuacion
cuadrética ax? + bx +c = 0, donde a 2 0 son:

—b++Vb% —4ac —b—+/b% —4ac
= Y2 Ty, YT T
2a 2a

Ademas, facilmente se verifica que r| y r; satisfacen las siguientes relaciones:

b c
r1+r2:—;, "1"225 y ax2+bx+c:a(x—r1)(x—r2)

La dltima férmula nos proporciona un método para factorizar cualquier trinomio de la forma
ax® + bx + ¢ en todos los casos posibles.

Veamos ahora como se resuelven las desigualdades cuadréticas. Una primera simplificacién
que podemos hacer es suponer que a > 0, pues en caso contrario, multiplicando la desigualdad por
—1, esta se transforma en otra desigualdad cuadrdtica con a > 0.

Se presentan dos casos:

= Sib? —4ac > 0. En este caso, la ecuacién cuadratica ax® + bx + ¢ = 0 tiene raices reales r; y
r2. Podemos factorizar el trinomio ax® + bx + ¢ en la forma a(x — r{)(x — r2) y la desigualdad
se resuelve como vimos en un ejemplo anterior.

= Si b? —4ac < 0. En este caso las raices de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 no son reales, sino
complejas y la factorizacién a(x — i) (x — r2) no sirve para resolver la desigualdad.

Para resolver la desigualdad, en este caso, procedemos de la siguiente forma: Completamos el
cuadrado:

b
ax® +bx+c=a(x*+-x)+c
a
2o bo (B (Y
a 2a 2a
x2+éx+ ﬁ ’ + cfb—2
a 2a 4a

+b 2+4ac—b2
=alx+— —_—
2a 4a

=da

=da
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En consecuencia, las desigualdades cuadraticas se transforman, en su orden, en:

b, b—4
a(x+7a)2 24aac
b b*—4
a(x—i—%)zz 24a ac
b, b4
a(x+7a)2§ 24aac
b, b4
a(x+i)2< 4aac

Como estamos suponiendo que a > 0 y sabemos que b> — 4ac < 0, las dos primeras desigualdades
son vélidas para todo nimero real y las dos tltimas, para ninguno.

Resolvamos la desigualdad:
3 —10x+2<0

En este caso, b* —4dac = (—10)2 —4.3.2="76 > 0. Por ello, se infiere que la ecuacion
3x2 — 10x + 2 = 0 tiene raices reales, que son:

_104v76 _ 10+2V19  5++/19

" 6 6 3
10—-v76  10—2y/19 5—+/19
r2 f— f— f—
6 6 3

Luego, la factorizacién de 3x* — 10x+ 2 es:

oo (57 (57

y la desigualdad original es equivalente a:

b2 ()

Elaboramos el diagrama de signos:
Vemos que la solucién de la desigualdad es el intérvalo

[s_m 5++/19
3 ’ 3
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Resolvamos la desigualdad 2x? +4x + 5 > 0. En este caso, tenemos que b* —4dac = 4> — 4 -
2.5 = —24 < 0. Por lo tanto, la ecuacién 2x> +4x+5 = 0 no tiene raices reales y de acuerdo
con la teorfa desarrollada, el conjunto solucién de la desigualdad 2x> +4x+5 > 0 es todo R.

Resolvamos la desigualdad —5x> 4 7x — 6 > 0.

La desigualdad es equivalente a 5x> —7x+ 6 < 0.

Para esta dltima desigualdad, tenemos que b> —4ac = (—7)> —4-5-6 = —71 < 0. En conse-
cuencia, la ecuacién 5x% — 7x+6 = 0 no tiene raices reales y de acuerdo a la teorfa desarrollada,
el conjunto solucién de la desigualdad 5x> — 7x+6 < 0 es 0. Es decir, la desigualdad original
—5x% 4 7x — 6 > 0 no tiene soluciones reales.

Para terminar esta seccién, recalcamos que cuando a > 0y b> —4ac < 0, las desigualdades
cuadrdticas tienen como conjunto solucion todo R, o no tienen soluciones reales.

11.3 Desigualdades con valor absoluto

En la seccién 3.2, definimos el valor absoluto de un nimero real x, que representamos por |x
mediante:

X six>0
x| =

)

—x six<O0

También observamos que |x| representa la distancia del origen al punto x y de forma mds general,
|x1 — x»| representa la distancia entre x| y x;.

Las propiedades siguientes del valor absoluto nos indican que este se comporta muy bien con
respecto a la multiplicacién y la division, pero no asi con relacién a la adicién y la sustraccion.

11.3.1 Propiedades del valor absoluto

Si x y y son nimeros reales arbitrarios, entonces:
i) |—x| =]

i) [xy| = x| [y]
i) ‘x —Hyz0)
y y
iv) |x+y| < |x|+|y| (Desigualdad triangular)
V) =yl < e =yly Iyl =[x < eyl

La interpretacién geométrica de |x| nos proporciona una justificacion de las siguientes dos propieda-
des. Sea a > 0. Entonces:
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i) |x| <aesequivalentea —a <x<a
i) |x| > aesequivalenteax >aox< —a
Graficamente tenemos

irl<a T s a

Figura 11.6: La interpretaciéon geométrica de |x| <ay [x| > a

iii) |x| <|y| es equivalente a x> < y?
En las propiedades (11.3.1) a (11.3.1) el simbolo < puede remplazarse por <.
La representacion geométrica es de gran utilidad en la resolucion de problemas y en la visuali-
zacion de muchas propiedades importantes de los nimeros reales.
Abhora bien, es util introducir la nocién de intérvalo.

Definicion 11.1
[Intérvalo] Si a y b son numeros reales, definimos los siguientes subconjuntos de R

(a,b) = {xeR|a<x<b}
[a,b] = {xeR|a<x<b}
(a,b) = {xeR|a<x<b}

[a,b) = {xeR|a<x<b}

Los conjuntos asi definidos se llaman en su orden, intérvalo abierto de extremos a y b,
intérvalo cerrado de extremos a y b, intervaloabierto-cerrado (o semiabiero a la izquierda) de
extremos a y b e intérvalo cerrado-abierto (o semi abierto a la derecha) de extremos a'y b .

Geométricamente, podemos representar estos intérvalos sobre la recta real, como se indica en las
siguientes figuras

1 e— -3 {e—

a L] a B
2)_] a4\ L )
2 » /

a ® a ]

Figura 11.7: Representacién gréfica de los intérvalos. 1) Intérvalo abierto, 2) Intérvalo semiabierto a la
izquierda, 3) Intérvalo Cerrado, 4) Intérvalo semi abierto a la derecha.

Un paréntesis cuadrado en la figura indica que el extremo correspondiente pertenece al intérvalo. Se
acostumbra a ampliar el concepto de intervalo para incluir los siguientes conjuntos, conocidos con el
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nombre de intérvalos infinitos:

(a,0) = {xeR|x>a}
[a,0) = {xeR|x>a}
(—o,a) = {xeR|x<a}
(—e0,a] = {xeR|x<a}

Resolvamos la desigualdad:
[3—4x| <7
Utilizando la propiedad (11.3.1), tenemos la siguiente cadena de desigualdades equivalentes:

|3—4x| <7
—7<3—-4x<7
—10< —4x <4

10< <1
—— < —x
4 — 7

10> > _1
- X —
4 — =

0
Por lo tanto, la solucién de la desigualdad es el intérvalo [— 1, 4} .

Resolvamos la desigualdad:
|5x+ 14| > 10

La propiedad (11.3.1) nos dice que la desigualdad es equivalente a:
Sx+14>10 0 Sx+14 < —10

Procedemos a resolver:

S5x>—4 ) Sx < —24

o sea,
x> —= o x< — %
5 5
Por lo tanto, la solucidn de la desigualdad dada es <oo, 254> U <:,oo> .
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Resolvamos la desigualdad:

2x—1
>3
x+3 ‘_

Utilizando la propiedad (11.3.1) del valor absoluto, tenemos la siguiente cadena de desigual-
dades equivalentes:

>3

2x — l‘
x+3
r—1]
|x+3| —
[2x—1| >3 |x+3|
(2x—1)2 > 9(x+3)?
(2x—1)2=9(x+3)>>0
[(2x—1)=3(x+3)][(2x—1)+3(x+3)] >0
(—x—10)(5x+8) >0

8
Elaborando un diagrama de signos, tenemos que la solucién de la desigualdad es [— 10, —5} .

Ejercicios 11.1

1. Resuelve las siguientes inecuaciones, expresando su conjunto solucién como conjunto, gréfica-
mente y como intérvalo.

a) Sx—4<3x+5
x—5 +3x+1 . x+3

b

) 2 T 6

) 2x—173x+1 >x—5

) 2 > 7 —}—34 3 101 3
X — X X — x—

< —

TSy 6

2x—3 x+5_x—4

N

2. Un estudiante desea obtener una calificacion definitiva mayor que 4.0 y menor que 4.5. Si la
evaluacion consta de cinco exdmenes de igual valor y en los cuatro primeros obtuvo las notas 4,1,
3,9,4,5y 3,1, ;En qué rango debe estar la calificacién del quinto examen para lograr su cometido?

3. (Para que nimeros es la suma del nimero y su reciproco mayor que 2?

4. Sabiendo que los tres jugadores mas altos de un equipo de baloncesto tienen un promedio de
estatura de 1.96 metros, ;qué promedio de estatura deben alcanzar los dos jugadores mds bajos del
equipo si el promedio del equipo debe ser por 1o menos de 1,92 metros?

5. Durante cierto periodo, la temperatura en grados Celsius varid entre 25 y 30. ;Cuadl fue el intérvalo
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9
en grados Fahrenheit para este periodo?. (F = §C + 32)

100M
6. Para determinar el coeficiente intelectual de una persona se usa la férmula: / = ——, donde /

es el coeficiente intelectual, M es la edad mental (determinada mediante un test) y C es la edad
cronoldgica. Si la variacion de I de un grupo de nifios de 11 afios estd dada por 80 <17 < 140,
encuentra el intérvalo de edad mental de este grupo.

7. Un furgén pesa 875 kg. La diferencia entre el peso del furgdn vacio y el peso de la carga que lleve
no debe ser inferior que 415 kg. Si hay que cargar cuatro cajones iguales de idéntico peso, ;cudnto
puede pesar, como maximo, cada uno de ellos para poder llevarlos en ese furgén?.

8. Halla el conjunto solucién de:

x—=3
a)

32
By 2>

<0

3x—2

C) —— >
: 2x 41 - . . : .
9. Resuelve cada una de las siguientes inecuaciones. Expresa, en caso de ser posible, el conjunto

solucién usando la notacidn de intérvalos y construye la gréfica.
a) |x+3|>4
B L -2pt1]<0
¢) 3—x|>-2
d) —%\3—2}44—3 >1
e) 2x—1| <3
ﬁ‘z_ﬂ—lzo
8) |§+ 4/+3<0
 [5o <o

10. hallar el conjunto solucién de la desigualdad dada y represéntala graficamente.
a) 5x+2>x—6

2 1
= L

b) 3 2_0

¢) 13>2x—3>5

d) x> >4

e) x> +8x>—15
f) 4> +9x<9
Z—x=2

— <0
8 x+3 =
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12. GEOMETRIA

12.1Poligonos

N geometria, un poligono es una figura plana compuesta por una secuencia finita de segmentos
E rectos consecutivos que cierran una region en el plano. Estos segmentos son llamados lados,
y los puntos en que se intersecan se llaman vértices. El interior del poligono es llamado area. La
palabra poligono deriva del griego antiguo poliigonos, a su vez formado por (pold) muchos y (gonia)
angulo, aunque hoy en dia los poligonos son usualmente entendidos por el nimero de sus lados.

A menudo, en ingenieria solo interesan las lineas poligonales cerradas y los poligonos simples
(aquellos en los cuales sus lados solo se intersecan en los vértices); pueden definir un poligono de
acuerdo con ello. Es requisito geométrico que dos lados que se intersecan en un vértice formen un
angulo no llano (distinto a 180°), ya que de otra manera los segmentos se considerarian partes de un
lado tnico; sin embargo, esos vértices podrian permitirse algunas veces.

Definicién 12.1 Linea poligonal
Se denomina linea poligonal al conjunto de segmentos unidos sucesivamente por sus extremos
(el extremo de cada segmento es origen del siguiente), tal que dos segmentos sucesivos no
estan alineados (en tal caso se considera como un tinico segmento).
Las lineas poligonales pueden ser abiertas o cerradas, un poligono estd conformado por
una linea poligonal cerrada.

Definicion 12.2
En un poligono se pueden distinguir los siguientes elementos geométricos:
= Lado (L): es cada uno de los segmentos que conforman el poligono.
= Vértice (V): es el punto de interseccion (punto de unién) de dos lados consecutivos.
= Diagonal (d): es el segmento que une dos vértices no consecutivos.
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Figura 12.1: Hexdgono regular.

= Perimetro (P): es la suma de las longitudes de todos los lados del poligono.

= Semiperimetro (SP): es la mitad del perimetro.

= ’Angulo interior (Al): es el dangulo formado, internamente al poligono, por dos lados
consecutivos.

= Angulo exterior (AE): es el angulo formado, externamente al poligono, por un lado y la
prolongacion de un lado consecutivo.

= [nterior de un poligono es el conjunto de todos los puntos que estdn en el interior de la
region que delimita dicho poligono. El interior es un abierto del plano.

= Exteriorde un poligono es el conjunto de los puntos que no estdn en la poligonal
(frontera) ni en el interior.

En un poligono regular se puede distinguir, ademas:

Definicion 12.3

= Centro (C): es el punto equidistante de todos los vértices y lados.

= Angulo central (AC): es el formado por dos segmentos de recta que parten del centro a
los extremos de un lado.

= Apotema (a): es el segmento que une el centro del poligono con el centro de un lado; es
perpendicular a dicho lado.

= Diagonales: son segmentos que unen dos vértices no consecutivos. El niimero de
diagonales de un poligono de n lados esta dado por la férmula:

n(n—3)

Ny = 5

= Intersecciones de diagonales: es el nimero de veces que se intersectan las diagonales.
El ndmero N; de intersecciones de diagonales en un poligono de n vértices; esta dado
por:

nn—1)(n—2)(n—3)

N p—
! 24
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12.1.1 Clasificacion de poligonos

Los poligonos se clasifican por el nimero o bien, por la forma de su contorno.

Clasificacion de poligonos segin el nimero de lados

Trigono, tridngulo, 3 lados
Tetragono, cuadrangulo, cuadrilétero, 4 la-
dos

Pentagono, 5 lados.

hexdgono, 6 lados.

heptdgono, 7 lados.

Octégono u octdgono, 8 lados.
Enedgono o nondgono, 9 lados.
Decagono, 10 lados.

Endecagono o undecdgono, 11 lados.
Dodecdgono, 12 lados.

Tridecdgono, 13 lados.
Tetradecagono, 14 lados.
Pentadecagono, 15 lados.

Eneadecdgono, 19 lados.
isodecdgono, icosagono , 20 lados.
Triacontdgono, 30 lados.
Tetracontdgono, 40 lados.
Pentacontdgono, 50 lados.
Hexacontdgono, 60 lados.
Heptacontdgono , 70 lados.
Octocontdagono, 80 lados.
Eneacontagono, 90 lados.
Hectagono, 100 lados.
Chilidgono, 1000 lados.
Miridgono, 10000 lados.
Decemiriagono, 100000 lados.
Hectamiridgono, megagono, 1000000 la-

= hexadecdgono, 16 lados. dos.
= Heptadecagono, 17 lados. = Apeirégono, o lados.
= QOctodecdgono, 18 lados.

Clasificacion de poligonos segun la forma de su contorno

= Simple, si ningin par de aristas no consecutivas se corta. Equivalentemente, su frontera tiene
un solo contorno.

= Complejo, si dos de sus aristas no consecutivas se intersecan.

= Convexo, si tiene todos sus dngulos internos menores que 180°. O bien, si un segmento que
une dos puntos cualesquiera del poligono yace en el interior de este.

= Concavo, si al atravesarlo una recta puede cortarlo en mds de dos puntos; es el que tiene uno o
varios dngulos mayores que 180°.

= Equildtero, si tiene todos sus lados iguales.

= Equidngulo, si tiene todos sus dngulos iguales.

= Regular, si es equildtero y equidngulo a la vez.

= [rregular, si tiene sus dngulos y lados desiguales.

= Cruzado, es un poligono plano que tiene dos lados no consecutivos secantes. Por ejemplo una
’equis’ que tiene unidos sus "extremos’ por dos lados que no se cortan.

= Ortogonal o isotético, si todos sus lados son paralelos a los ejes cartesianos x o y

= Alabeado, si sus lados no estdn en el mismo plano.

= Estrellado, si se construye a partir de trazar diagonales en poligonos regulares. Se obtienen
diferentes construcciones dependiendo de la unién de los vértices: de dos en dos, de tres en
tres, etc.
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(a) Poligono simple, céncavo e (b) Poligono complejo, concavo
irregula. e irregular.

(c) Poligono convexo y regular (d) Poligono estrellado.
(equilatero y equidngulo).

Figura 12.2: Clasificacién de poligonos segtin su contorno.
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12.2 Triangulos

Definicion 12.4 friangulo
Un tridngulo es un poligono de tres lados. La notacién que se utiliza habitualmente es nombrar
a sus vértices con las letras mayusculas A, B'y C (pero pueden ser otras, siempre que sean

mayusculas) y a los lados opuestos a estos vértices, con las respectivas mintsculas, tal como
se observa en la figura 12.3.

A b C

Figura 12.3: Tridngulo.

12.2.1 Propiedades de los triangulos

i) La suma de sus dngulos interiores es 180°. La figura 12.4 nos ilustra esta propiedad.

C
Y

—>

AO‘X /BB

(a) La suma de los dngulos internos de (b) LA+ AB+ £C =83°+30°+67° = 180°
un trigngulo es 180°. Lot + 4B + Ly =
180°

¢

Figura 12.4: Propiedades de dngulos internos de tridngulos.

ii) La suma de sus angulos exteriores es 360°. Esto queda representado de a través de las figuras
12.5.

iii) Angulo exterior de un tridngulo. Cada dngulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los

dos dngulos interiores no adyacentes a €l (o sea sus opuestos). Queda mds claro en la siguiente
figura 12.6.

— 221



12. Geometria

102

Angulo Externo B <
140°
(a) D+ £LE + £F =360° (b) 360° = 118° 4 140° + 102°
Figura 12.5: Propiedades de dngulos exteriores de tridngulos.
B &

(a) La=4b+4c (b) 171° =72°+179°

Figura 12.6: Propiedades de los dngulos de un tridngulos.
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12.2.2 Clasificacion de triangulos

Los tridngulos se clasifican en base a dos criterios.

Clasificacion de tridngulos segun sus lados

= Un tridngulo es equildtero, si tiene sus tres lados iguales.
= Un tridngulo es isdsceles, si tiene dos de sus lados iguales.
= Un tridngulo es escaleno, si tiene sus tres lados desiguales.

Ver figura 12.7

60"

(a) Tridngulo equilatero (b) Triangulo isoceles (c) Tridngulo escaleno

Figura 12.7: Clasificacion de tridngulos segtin sus lados.

Clasificacion de tridngulos seguin sus dngulos

= Un tridngulo es acutdngulo, si tiene todos sus dngulos agudos.
= Un tridngulo es rectdngulo, si tiene uno de sus angulos recto, vale decir, de 90°.
= Un tridngulo es obtusdngulo, si tiene un angulo obtuso.

Ver figura 12.8

90°
-

(a) Tridngulo acutdngulo (b) Tridngulo rectangulo (c) Tridngulo obstusdngulo

Figura 12.8: Clasificacion de tridangulos segtin sus lados.
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12.3 Teorema de Pitagoras

El teorema de Pitdgoras establece que en todo tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa (el
lado de mayor longitud del tridngulo rectangulo) es igual a la suma de los cuadrados de los catetos
(los dos lados menores del tridngulo, los que conforman el dngulo recto).

Si un tridngulo rectdngulo tiene catetos de longitudes a, y b, y la medida de la hipotenusa es c, se
establece que:

& =a +b

De la ecuacién anterior se deducen ficilmente que:

a=+/c2-b?
c=+\a?+b?

Figura 12.9: Teorema de Pitdgoras: En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos. Pitdgoras de Samos

Hallar el valor de la hipotenusa en el tridangulo rectangulo de la figura 12.10

a2+b2 = 2
524122 = 2
254144 = ¢

169 = ¢
c = V169
¢ = 13
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A
/

12

Figura 12.10: Hallar el valor de ¢

Figura 12.11: Hallar el valor de b

Hallar el valor del cateto b en el siguiente tridngulo rectangulo (Ver figura 12.11)

a+b =
2 4+p? = 15°
81+b* = 225
»* = 225-81
p = 144
V144
= 12
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Figura 12.12: Tridngulo

Triangulo

= Area tridngulo
bh

A Triangulo — D)

= %\/(a2+b2+cz)—2(a4+b4+c4)
= Vs(s—a)(s—b)(s—c)

a+b—+c

Donde s =
= Perimetro tridngulo

PTriangulo =a+b+c

Cuadrado

= Area cuadrado

Figura 12.13: Cuadrado

ACuudrado = a



» Perimetro cuadrado
PCuadrado = 4a

= 2v/2d

Rectangulo

= Area rectingulo

a

Figura 12.14: Rectangulo

ARectangulo = ab
= Perimetro rectdngulo

PRectangulo = 2a+2b

Rombo
= Area del Rombo
ARombo = d’
Dd
T2

Figura 12.15: Rombo

b



12. Geometria

= Perimetro rombo

FPeuwadrado = 4a

= 2V2d

Romboide

= Area romboide

ARomboide = ah

h

b
a
Figura 12.16: Romboide

= Perimetro rombo

PRomboide = 2a+2b

Trapecio
= Area trapecio
(a+c)h
Atrapecio 2
c C
b
B

a

Figura 12.17: Trapecio

Otra formula que podria ser util para el célculo del 4rea del trapecio es

Atrapecio =

(a+c)y/(—a+b+c+d)(—a—b+c+d)(—a—b+c—d)(a—b—c+d)

4|la—c|
= Perimetro trapecio

Ptrapecia = a+b+c+d
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12.4.1Circulo
= Area circulo
ACircuto = T 2
_ D?
o 4
= Perimetro del circulo
Perimetro
F Circulo 2nr
= 7nD.

Figura 12.18: Circulo

12.5 Area y volumenes de cuerpos sélidos

o
< -

jipn e
]

|<—0—.

Figura 12.19: Cubo
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A:=2nr-h + 2nr?
V=nrzh

Figura 12.20: Cilindro



12. Geometria

A= p__'.ap2+ Ag

Figura 12.21: Esfera

Figura 12.22: Piramide

Calcular el volumen del tronco de pirdmide de la figura 12.25

34 cm

Figura 12.25: Calcular el volumen del tronco de pirdmide

Comencemos calculando el drea de la base mayor

(6)(34)(29.4)

5 = 2998 2¢cm?

ABase =

Calculemos ahora el volumen del tronco de pirdmide, para ello calculemos dos volimenes, el
de la pirdimide grande y el de la pirdmide superior pequefia.
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(Area de la base) (Altura)

Ve = 3
~(2998,8)(20)
- 3
= 19992cm’

N3
Vep = <2> Ve

1

= -19992
8

= 2499cm>

Vivonco = 19992 — 2499 = 17493¢m’>

Calcula el volumen del tronco de cono de la figura 12.26

Figura 12.26: Calcular el volumen del tronco de cono

Comencemos calculando el valor de la altura x

IS x

6 3

3x+45 = O6x
x = 15cm

Igual que en ejemplo anterior calculemos el volumen del cono grande y del volumen del cono
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superior pequeflo y restemos estos dos valores.

(Area de la base)(Altura)
3

Vee =
r2h
3
(3,14)(6%)(30)
3
= 1130,4cm’

= 14173cm3

(3,14)(3%)15
Vep = 3

Vironco = Ve —Vep
— 11304— 1413
= 988,1cm’

Un florero con forma cilindrica tiene un diametro interior de 12 cm y su altura es de 25 cm.
Queremos llenarlo hasta los 2/3 de su capacidad. ;, Cudntos litros de agua necesitamos?

Vcitinaro = ”rzh
= (3,14)(6°)(25)
= 2826cm’
1litro
= 2826cm® —————
826cm ™ 000
= 2,826litros

Ahora %2,826 = 1,884 litros

Ejercicios 12.1

. Calcula el volumen de una pirdmide regular cuya base es un hexdgono de 20 cm de lado y su arista
lateral es de 29 cm.

. Calcula el volumen de un cono cuya generatriz mide 20 cm y el radio de su base es de 10 cm.

. Una piscina tiene forma de prisma rectangular de dimensiones 25m x 15m x 3m. ; Cuantos litros
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de agua son necesarios para llenar los % de su volumen?

. (, Puede existir un triangulo rectangulo tal que su hipotenusa mida 73 cm y sus catetos 48 y 55

cm?. (Justifique su respuesta)

. ¢, Puede existir un triangulo tal que sus lados midan 24 cm y sus catetos 15y 12 cm?. (Justifique

su respuesta)

. Calcular el lado de un tridngulo equiladtero de altura 28 cm
. En los lados de un campo en forma de cuadrado se han plantado 16 arboles, separados 5 m entre

si. ; Cudl es el drea del terreno?

. Se desea pintar las paredes y el techo de un salén de 12 x 7 de planta y altura 3,5 m. Sabiendo

que dispone de dos puertas de 1 x 2 m, y tres ventanales de 2 x 2 m, ¢, cudnta superficie habrd que
pintar?. Si disponemos de botes de pintura para 25 m?, ; cudntos botes necesitaremos?

. A un paciente se le aplica un suero intravenoso tal que cae una gota cada minuto. Si suponemos

que el recipiente es un cilindro de 4 cm de radio y 14 de altura, y la gota es aproximadamente una
esfera de 1 mm de didmetro, hallar cudnto durara el suero.

Al aumentar en 1 cm la arista de un cubo su volumen aumenta en 271 ¢m?. ; Cuénto mide la
arista?

El suelo de un depésito cilindrico tiene una superficie de 45 m?. El agua que contiene alcanza 2,5
metros. Para vaciarlo se utiliza una bomba que extrae 80 litos/min. ; Cudnto tiempo tardard en
vaciarse?

En un almacén de dimensiones 5 m de largo, 3 m de ancho y 2 m de alto queremos almacenar
cajas de dimensiones 1 m de largo, 60 cm de ancho y 40 cm de alto. ;, Cuantas cajas podremos
almacenar?

Calcular el volumen del prisma de la figura 12.27 cuyas bases son tridngulos equildteros

9cm

Figura 12.27: Calcular el volumen del prisma

Calcular el volumen de los siguientes cuerpos:
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Figura 12.28: Calcular el volumen de los siguientes cuerpos

15. Calcular el volumen de este prisma de base hexagonal regular

25 cm

N .

Figura 12.29: prisma de base hexagonal regular

16. Calcular el volumen de una pirdmide regular cuya base es un cuadrado de 24 cm de lado y su
arista lateral es de 37 cm

Figura 12.30: Piramide regular

17. Calcular el volumen de un cono cuya generatriz mide 25 cm y el radio de su base es de 12 cm.
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Figura 12.31: Cono

18. Calcular el volumen de los siguientes sdlidos.

a) .
15 ¢cm
“12cm
Figura 12.32: Piramide
b) .
Figura 12.33: Cono truncado
c) .

Figura 12.34: Semiesfera y cono
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19. Calcular el valor de la longitud w de la figura 12.35

3cm

1cm

2cm

2cm

Figura 12.35: Calcular w

20. Calcular las areas de las siguientes figuras (Ver figura 12.36)

a) b)

d)

3m

5m

Figura 12.36: Calcular las dreas

21. Arquimedes fue un gran inventor y fisico y matematico, nacié en Siracusa (Grecia) en el afio
285 A.C. El cdlculo del volumen de la esfera fue uno de los descubrimientos que Arquimedes
mds valoraba de todos los que hizo en su vida. Demostré de una forma muy original que el
volumen de una esfera es igual a dos tercios del volumen del cilindro circular circunscrito a ella

VEsfera = 3Vc,-1i,,d,0> , y pidi6 que en su tumba se tallara una figura como la que se muestra en la

figura 12.37
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))

{

Figura 12.37: R = %

Si el volumen del cilindro circunscrito es 367 calcular el volumen de la esfera, la diferencia entre
el volumen del cilindro y el volumen de la esfera.

22. En una probeta de 6 cm de radio se echan cuatro cubitos de hielo de 4 cm de arista. ; A qué altura
llegard el agua cuando se derritan?

23. La ctpula de una catedral tiene forma semiesférica, de didmetro 50 m. Si restaurarla tiene un coste
de $300 el m?, ; A cuanto ascenderd el presupuesto de la restauracion?

24. Obtener el drea de un hexdgono regular circunscrito (ver figura 12.38) en una circunferencia de
radio 2 m.

~—  —

Figura 12.38: Hallar el drea del hexagono

25. ¢ Es el triangulo ABC de la figura 12.39 un tridngulo rectdngulo?

A

B 1 m ©

Figura 12.39: ; ABC es rectangulo?

26. Calcular el drea de un hexdgono regular de 3 cm de apotema. Dejar el resultado en forma de raiz.
27. Calcular el area de un hexagono regular de 24 cm de perimetro
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28. Hallar el drea de una sefial de tréfico, si su altura es 90 cm y su lado mide 37 cm.

Figura 12.40: La sefial de detencion obligatoria (sefal de alto, sefial de pare o stop ) es una sefal de trifico
reglamentaria que indica en las intersecciones la obligacién de detenerse antes de continuar la marcha.
En su forma mds extendida alrededor del mundo, es presentada como un octidgono de fondo rojo con un
semiborde blanco

29. Calcular la superficie de la siguiente pieza

13 cm 12 cm

A
v

14 cm

Figura 12.41: Calcular drea
30. Dibujar un sector circular de amplitud 30 asociado a una circunferencia de 12 m de radio. Calcular

su drea y su perimetro.
31. Calcular el drea de la circunferencia circunscrita a un rectdngulo de lados 15 y 20 cm circunscrito

/" men N\

15 cm

Figura 12.42: Circunferencia circunscrita en un rectangulo, Rectdngulo inscrito en una circunferencia

32. Calcular el drea de los siguientes trapecios isdsceles:
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a) b)
6 cm 7m
10 cm
c) d)

16 m
24 m

Figura 12.43: Calcular las areas

v

4 14m

33. Se desea embaldosar el suelo de una oficina, cuya planta es la de la figura 12.44. Si la baldosa
cuesta 200,000 pesos/m?, | cudnto costard en total?

Figura 12.44: Planta de la oficina

34. Los griegos conocian las dos siguientes posibles formas de construir un tridngulo rectingulo con
sus tres lados de longitud entera, sin mas que dar valores a n € N. Comprobar la veracidad de
dichas férmulas generando algunos casos concretos. Podria dar u na demostracion a este hecho.
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2 2n*+2n+1
2n 2n+1

nZ1 2n%+2n

Figura 12.45: Tridngulos rectdngulos de lados enteros

35. Calcular el volumen comprendido entre el cubo y el cono de la figura 12.46

10m

Figura 12.46: Cono inscrito en un cubo
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13. TRIGONOMETRIA

13.1 Trigonometria

A trigonometria es la parte de la matemdtica que estudia la relacién entre los lados de un
L tridngulo rectdngulo y sus angulos. Actualmente, esta idea bésica ha sido superada y las
funciones trigonométricas tienen, matematicamente hablando, sentido propio.

La trigonradianometria es una disciplina fundamental, tanto para el estudio geométrico, como para
el conocimiento del calculo y el andlisis matematico.

Este estudio da pie a considerar una serie de funciones (seno, coseno, tangente...) que dan lugar a un
campo mucho mds amplio que el considerado inicialmente y que se aplica sobre todo a fendmenos
de tipo periddico, como son las ondas electromagnéticas. En la antigiiedad, se uso para los estudios
astronémicos y en agrimensura. Hoy en dia, ademds, la trigonometria juega un papel clave en los
sistemas de posicionamiento global (GPS)

13.1.1 Angulos. Medida de angulos

En geometria se define un dngulo como la unién de dos semi-rectas con origen comun. En Trigono-
metria se interpreta como una rotacioén de rayos. Si se toman dos rayos coincidentes, uno permanece
fijo y el otro gira alrededor del punto que se considera el vértice. El rayo que permanece fijo recibe
el nombre de lado inicial y el que rota el lado final. Se trabaja con dngulos generalizados, esto quiere
decir que el rayo que gira lo puede hacer cualquier nimero de veces y en cualquier direccion. Si el
rayo pasa mas de una vez por su posicion original, suele decirse que es de mds de una vuelta. Si gira
en sentido contrario de las manecillas del reloj, se dice que estd orientado positivamente, si lo hace
en el mismo sentido de las manecillas del reloj esta orientado negativamente.

En muchas ocasiones es necesario utilizar dngulos en posicion normal o candnica. Un dngulo en
posicién normal es aquel que tiene su vértice en el origen de un sistema de coordenadas cartesianas,
el lado inicial coincide con el eje x positivo y el lado final estd contenido en uno de los cuatro
cuadrantes determinados por el sistema cartesiano, o esta sobre uno de los ejes,en cuyo caso es un
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Figura 13.1: dngulos en posicién normal o candnica

angulo cuadrantal.
Como el nimero de giros del lado final asi como su sentido no tienen restriccion, los lados inicial y
final de dos dngulos diferentes pueden coincidir.(ver la figura 13.1)

La medida de un dngulo estad determinada por la cantidad de rotacio6n desde el lado inicial hasta el
lado terminal. Una forma de medir dngulos es en radianes). Este tipo de medida es especialmente
atil en cdlculo. Para definir un radidn se puede usar un angulo central de una circunferencia, cuyo
vértice es el centro de la circunferencia, como se muestra en la Figura 13.2

Definicion 13.1 Radidn
Un radidn es la medida de un dngulo cuyo vértice esta en el centro de una circunferencia y
que barre un arco cuya longitud es igual a la del radio.
Si 6 es un dngulo con vértice en el centro de un circulo de radio r, su medida en radianes es:
;, donde s es la longitud del arco subtendido por 6. Esto es

ver figura 13.2

Una revolucioén alrededor de una circunferencia de radio r corresponde a un aiangulo de 27 radianes

porque
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Figura 13.2: s = r0

En vista que la medida en radianes de un dngulo de una revolucién completa es 27, se puede obtener

lo siguiente

. 2n .
revoluciéon = > = 1 radianes

y It w .
revolucion = Z = 5 radlanes

Q= Bl =

. It w .
revolucién = ? = 3 radianes

Estos y otros dngulos comunes se ilustran en la figura 13.3

Figura 13.3: Angulos expresado en radianes

Los cuatro cuadrantes en un sistema de coordenadas estdn numerados como /, I1, I11 y IV. La figura
13.4 muestra cudles dngulos entre 0 y 27 estdn en cada uno de los cuatro cuadrantes.
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Cuadrante II | Cuadrante I
Tco<n | 0<6< %

2
0=n 0=0
Cuadrante III |Cuadrante IV
3z |3n
T<0< > 13 <0<2rm
_3n
6= 2

T T
Figura 13.4: los dngulos con lado terminal entre 0 y 5 son agudos y los dngulos con lado terminal entre 5 y

7 son angulos obtusos

Definicién 13.2 Angulos coterminales
Dos dngulos son coterminales si tienen los mismos lados inicial y terminal. Por ejemplo, los
angulos 0y 27 son coterminales, igual que los dngulos /6 y 137/6. Se puede encontrar un
angulo que sea coterminal a un dngulo 6 determinado si se suma o resta 27 (una revolucién)

Definicion 13.3 Angulos complementarios y suplementarios
Dos dngulos positivos & y B son complementarios (complemento uno del otro) si su suma es
7/2. Dos dngulos positivos son suplementarios (suplemento uno del otro) si su suma es 7.
Ver figura 13.5

: .

Figura 13.5: dngulos complementarios y suplementarios

Encuentre el complemento y el suplemento de 27/5y 47 /5
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2
El complemento de gn es

T 2£_57E 4%_1

2 5 10 10 10
El suplemento de 27t/5 es

2£_57t 2£_3”

5 5 5 5

Como 47 /5 es mayor que /2, no tiene complemento. El suplemento es

dm_oSm_4m_ 7

5 5 5 5
Definicion 13.4 Grado Sexagesimal

Un grado sexagesimal es el dngulo central subtendido por un arco cuya longitud es igual a Klo
de la circunferencia. Es la nonagésima 91—0 parte de un angulo recto.

Para medir dngulos es conveniente marcar grados en la circunferencia de un ciirculo, como se ve en
la figura 13.6 Entonces, una revolucion completa (en sentido contrario al giro de las manecillas de
un reloj, levégiro) corresponde a 360°, la mitad de una revolucién a 180°, un cuarto de revolucién a
90°.

27 radianes corresponden a una revolucién completa, entonces

360° =21 rady 180°=m rad

luego

R 180°
1 —@ radyl rad—<n>

@ [Conversién entre grados y radianes].

. . . nwrad
= Para convertir grados a radianes multiplicamos grados por 130°
O

= Para convertir radianes a grados multiplicamos radianes por

rad
Ver figura 13.7
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f
90° = 1 (360°)
o_ | o
1200_| 600= §(360°)
135 45°= 1 (360°)
150° 30°= ! (360°)
12
180° 20 o .

360°
210° 330°
225° 315°

240° 570° 300°

45° 60°
180° 360°

Figura 13.7: Para aplicar estas dos reglas de conversién, use la relacién bdsica wrad = 180°.
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. 1350 = 1357794 _ 37 4
180}2 4
e 540° = 135/ 27% _ 37rad
mi%)% 180 180
jt (o] (e} R
-zrad—( > ( = =90
or . (9zrad) (180°)  (9)(180°) 1620° _
-Zrad—( > )( )— > = =810
R m(lgo >: (2)(180°) _ 360° _ 1, 590
wrad T

13.1.2 Circunferencia unitaria

Definicion 13.5 Circunferencia Unitaria
La circunferencia goniométrica, trigonométrica, unitaria o circulo unidad es una circunferencia
de radio uno, normalmente con su centro en el origen (0,0) de un sistema de coordenadas,
de un plano euclideo. Si (x,y) es un punto de la circunferencia unidad del primer cuadrante,
entonces x e y son las longitudes de los catetos de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa
tiene longitud 1. Aplicando el teorema de Pitdgoras, x e y satisfacen la ecuacion:

2y =1

ver figura 13.8

©, D

©0,-D

Figura 13.8: Circunferencia unitaria x> +y> = 1
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13.1.3 Funciones trigonométricas en la circunferencia unidad

Definicion 13.6 Razones Trigonométricas

Si (x,y) es un punto de la circunferencia unidad, y el radio que tiene el origen en (0,0), forma
un dngulo o con el eje x, las funciones trigonométricas se pueden representar como razon de
segmentos asociados a tridngulos rectdngulos auxiliares, de la siguiente manera (ver figura
13.9):

= Fl seno es la razon entre el cateto opuesto a y la hipotenusa ¢

a
o)=-
sen(a) .

y dado que la hipotenusa es igual al radio, que tiene valor de 1, se deduce:
sen(o) =a

= Fl coseno es la razon entre el cateto adyacente b y la hipotenusa ¢
b
cos(ot) = —
(0) =2
y como hipotenusa = 1, se deduce:
cos(a)=b
= [a tangente es la razén entre el cateto opuesto a y el adyacente b.

tan(o) = %

= la cotangente es la razon entre el cateto adyacente b y el opuesto a

cot(o) = b
a

De aqui vemos que la cotangente es la reciproca de la tangente es decir cot(o) =

0 equivalentemente fan(a) =

tan(o) cot(ar)
= El secante es la razén entre la hipotenusa ¢ y en cateto adyacente b
¢
sec(o) = —
(o) =%

y como hipotenusa = 1, se deduce:

1
sec(o) = —
(o) =5
. . 1 .
Es decir la secante es la reciproca del coseno esto es sec(a) = @ o0 equivalente-
cos
1
mente cos(a) =
sec(a)
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= El cosecante es la razén entre la hipotenusa ¢ y en cateto opuesto a
c
cse(o) = —
(0)=2

y como hipotenusa = 1, se deduce:

1
csc(o) = —
(@)=
. . 1 .
Es decir la cosecante es la reciproca del seno esto es csc(a) = @ o0 equivalente-
sen
1
mente sen(a) =
ese(a)

Figura 13.9: La circunferencia unidad y el tridngulo rectangulo asociado.

En las definiciones de las funciones trigonométricas, observe que la tangente y secante no estan
definidas cuando x = 0. Por ejemplo, como ¢ = /2 corresponde a (x,y) = (0,1), se deduce que
tan(m/2) y sec(m/2) no estdn definidas. Del mismo modo, la cotangente y cosecante no estin
definidas cuando y = 0. Por ejemplo, como ¢t = 0 corresponde a (x,y) = (1,0), cot(0) y ¢sc(0) no
estdn definidas.

Definicién 13.7 Funcion Periédica
Una funcién f es periddica si existe un nimero real positivo c¢ tal que

fle+e)=f(1)
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D
C
tan(a)
1
sin(a) *)
()
a
(o) cos(a) A B
()

Figura 13.10: Representacion en un circulo unitario el seno, coseno y la tangente de un angulo.

para toda 7 en el dominio de f. El niimero mas pequefio ¢ para el cual f es periddica se
denomina periodo de f.

13.1.4 Graficas de las funciones trigonométricas

Seno

0.5

-m/4 m/4 w/2 3m/4 sm/4 3m/2 7m/4 m 9w/4 Sm/2 1lm/4 3

sen (£)
“05

Figura 13.11: Funcién sen(a)
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= Dominio R

= Recorrido [—1,1]

= Periodo 27wrad
Coseno

0.5

cos ()

-L5

= Dominio R

= Recorrido [—1,1]

= Periodo 2mrad
Tangente

)

&

~N

tg (x)

3m /4

Figura 13.12: Funcién cos(a)

™

sm/4 3¢/2

7m/4

2m

9 /4

SmA2 1im/4

3m

-/ 0

w2

3m/

Figura 13.13: Funcién ran(a)

™

Sm/4 3m/2
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= Dominio & — { (2+ 1)%, kez}
= Recorrido R
= Periodo mrad

Cotangente

RN

w i 3"\2 i 5"?

Figura 13.14: Funcién cor (o

= Dominio R — {km, keZ}
= Recorrido R
= Periodo wrad

Secante
sec(x) 4 j U

-m/4 o /2 3w/ 4 ™ Sm/4 3m/2 7w/ 4 2m 9w /4 S5m/2 11m/4

-2
-4
-6
-8
-10

Figura 13.15: Funcién sec(

= Dominio R — {(2k+ 1)%, ke Z}
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= Recorrido (—eo] — 1U[1,00)
= Periodo 27rad

Cosecante

o

ES

cosec ()

-m/ 4 0 m/4 m/2 3w/ 4 ™ S5m/4 3m/2 7mn/ 4 2m 9/ 4 Sm/2 11m/4 3m

Figura 13.16: Funcién csc(ot)

= Dominio R— {km, keZ}
= Recorrido (—eo] — 1U[1,00)
= Periodo 27rad

13.1.5 Trigonometria del Triangulo rectangulo

Las perspectivas histéricas de la trigonometria incorporan métodos para introducir funciones trigo-
nométricas. La primera introduccién de estas funciones estd basada en la circunferencia unitaria y la
otra desde la perspectiva de un tridngulo rectdngulo.

Funciones trigonométricas de un dngulo

Hallar los valores de las funciones trigonométricas para el dngulo 0 del tridngulo de la figura
13.18
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Figura 13.17: Valores de los dngulos mds comunes y las coordenadas correspondientes sobre la circunferencia
unitaria

Por el teorema de Pitagoras

(hip)* = (op)*+ (ady)®

= /42432

= V1649
= V25
= §
luego tenemos que
op 4 hip 5
= =2 0)=_2_"=
sen(0) hip =5 csc(0) op 4
ady 3 hip 5
= — = — 6 —_ - =
cos(0) hip 5 sec(0) ady 3
op 4 ady 3
o _2 1(0) =22 ="
tan(0) ady 3 cot(0) op 4
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Figura 13.19: Ancho de rio

Ancho de un rio

Un bidlogo desea saber el ancho w de un rio de modo que se puedan instalar debidamente los
instrumentos para estudiar los contaminantes del agua. Desde el punto A, el biélogo camina
100 pies aguas abajo y observa el punto C (ver la figura 13.19). Desde este punto de vista, se
determina que 6 = 54°. ;Cudl es el ancho del rio?

De la figura podemos calcular que

oy = W
tan(54°) = 100
w = 100ran(54°)
— 100%1,376
= 1376

El ancho del rio es 137,6 ft
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Longitud

Figura 13.20

Un cable de sujecion va del suelo a una torre para antenas. El cable estd unido a la torre a 150
pies del suelo. El angulo formado entre el cable y el suelo es de 43° (ver figura 13.20).
(Cudl es la longitud del cable?; ;A qué distancia de la base de la torre estd anclado el cable al

suelo?

De la figura 13.20 vemos que el cable de sujecion, seria la hipotenusa del tridngulo rectdngulo;

luego.

sen(43°)

h

150
sen(43°)
150
0,681
220,2

La longitud del cable es de aproximadamente 241,9 ft La distancia a la base de la torre seria
el cateto adyacente al dngulo de 43°, entonces

tan(43°)

ady

150
ady
150
tan(43°)
150
0,931
161,1

La distancia de la base de la torre a la que esta anclado el cable del suelo es 161,1
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Altura de una montana

Viajando por un terreno plano, usted observa una montafia directamente al frente. Su 4ngulo
de elevacion (a la cima) es de 3,5°. Después de acercarse en el auto 13 millas a la montaia, el
angulo de elevacion es de 9°. Aproxime la altura de la montafia. ver figura 20b
del tridngulo ACD de la figura 20b tenemos que AB = 13y

tan(35°) = L
AB+BC

despejando CD
CD = (AB+ BC)tan35° (13.1)
del tridngulo BCD tenemos que
CD
tan(9°) = —=
BC
de donde
CD
tan(9°)

Remplazando la ecuacion 13.2 en la ecuacion 13.1 obtenemos

BC = (13.2)

- - CD o
CD = <A3+tan(9°)>mn(3’5)
— — —tan(3,5°)
D = AB °)+Ch— )
C tan(3,5°) +C 1an(9°)
ep-cp'™C>)  _ ABran(3,5%)
tan(9°)
—— tan(3,5° —
e (1- "G\ _ ABran(3,5°)
tan(9°)
——  ABan(3,5°)
b = _ tan(3,5%)
tan(9°)
Sustituyendo valores
. 13(0,061)
D= 70,06l
0,158
0793
© 1-0,386
0,793
0614
= 1,2

La altura de la montafia es de aproximadamente 1,2 millas
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_—‘:D
i i el
A 13 mi B C

Figura 13.21

Altura méxima

Un reglamento de seguridad expresa que el mdximo 4ngulo de elevacion para una escalera de
rescate es 72°. La escalera mds larga de un departamento de bomberos es 110 pies. ;Cudl es
la altura maxima segura de un rescate?

De la figura 13.22 tenemos que

a

G
a = csen(A)

= 110sen(72°)
— 110(0,95)
— 1046

sen(A)

La maxima altura segura de rescate es de unos 104,6 pies sobre la altura del camién de
bomberos

Altura de Chimenea

En un punto a 200 pies de la base de un edificio, el 4ngulo de elevacion a la parte mds baja
de una chimenea es de 35°, mientras que el dngulo de elevacién a la parte mds alta es de 53°,
como se muestra en la figura 13.23. Encuentre la altura s de la chimenea sola.

De la figura 13.23 tenemos que

o — 4
tan(35°) = 200
a = 200tan(35°)
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Figura 13.22: Hallar el valor de

Para el tridngulo rectdngulo mas grande

tan(53°) = aZT-i-OS
a+s = 200tan(53°)
s = 200tan(53°) —a
= 200tan(53°) — 200tan(35°)
= 200(1,32) — 200(0,70)
= 264—140
= 124

[H]

Angulo de un tridngulo

Una piscina mide 20 metros de largo y 12 metros de ancho. El fondo esta inclinado de modo
que la profundidad del agua es 1,3 metros en el extremo bajo y 4 metros en el extremo
profundo, como se ve en la figura 13.24. Encuentre el dngulo de depresion del fondo de la
piscina.
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|~ 20 m >|
_________________ [.3m
A ) 2.7m
Angulo de
depresion
Figura 13.24
op
tan(A) = ——
an(A) ady
2,7
20
0,135
A = arctan(0,135)
= 0,13419rad
= 7,69°
(H]
Identidades trigonométricas fundamentales
Identidades reciprocas Estas ya fueron estudiadas
1 1 1

cos(0) =

sec(0) tan(8) = cot(0)
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b C

Figura 13.25: Tridngulo ABC

1 sec(0) = : cot(0) = :

csc(0) =

sen(0) cos(0) tan(0)
Identidades de Cociente
sen(0) cos(0)
0)= 0)=
tan(8) 0s(0) cor(6) sen(0)
Identidades Pitagoricas
sen*(0) +cos’0 = 1

1+1an*(0) = sec?(0)
14cor*(0) = csc(0)

13.2 Ley del seno y del coseno
13.2.1Ley del seno

La ley de los senos es la relacion entre los lados y dngulos de tridngulos. Establece que la relacion de
la longitud de un lado de un tridngulo al seno del dngulo opuesto a ese lado es igual para todos los
lados y dngulos en un tridngulo dado.

En el tridngulo ABC tenemos

a b ¢
sen(a)  sen(B)  sen(0)

Para usar la ley de los senos necesita conocer ya sea dos dngulos y un lado del tridngulo (AAL o
ALA) o dos lados y un dngulo opuesto de uno de ellos (LLA).
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13.2.2 Ley del coseno

La ley de los cosenos es usada para encontrar las partes faltantes de un tridngulo cuando se conocen
las medidas de dos lados y la medida del angulo que estos forman (LAL) o las longitudes de los
tres lados (LLL) son conocidas. En cualquiera de estos casos, es imposible usar la ley de los senos
porque no podemos establecer una proporcién que pueda resolverse. De acuerdo a la figura ?? la ley
de los cosenos establece:

¢ = d® +b* —2abcos().

Esto se parece al teorema de Pitdgoras excepto que para el tercer término, y si 6 = 90° es decir un
dngulo recto el tercer tdrmino es igual 0 porque el cos(90°) es 0 y se obtiene el teorema de Pitdgoras.
Asi, el teorema de Pitdgoras es un caso especial de la ley de los cosenos. La ley de los cosenos
también puede establecerse como

P = a®+c*—2accos(B)

@ = b*+c*—2bccos(a)

Dadoa=11,b =5y 6 =20° en un tridngulo, encuentre el lado y dngulos faltantes.

¢ = a*+b*—2abcos(6)
& = \/a2+b2—2abcos(6)

V112452 = 2(11)(5) (c0520°)
— 6,5

Para encontrar los dngulos faltantes, ahora es mas fécil usar la ley de los senos

a B b
sen(o)  sin(B)  sen(0)
15 653
sen(a)  sin(B)  sen(20°)
1 6,53
sen(o)  sen(20°)
sin(o) = 7112’?%0 )
sin(o) = 11(0,34) 16(%;4)
sinla) = 0,57
o = arcsen(0,57)
a = 349
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De igual forma
5 6,53
sen(B)  sin(20°)
. ~ 5sen(20°)
sin(B) = 6.53
, 5(0,34)
sin(B) = 6.53
sin(B) = 0,26
B = arcsen(0,26)
B = 15,07

Ejercicios 13.1

. Calcular los 4ngulos y los lados de un rombo cuyas diagonales miden 12 y 6 m.

. Un drbol de 50 m de alto proyecta una sombra de 60 m de larga. Encontrar el dngulo de elevacion
del sol en ese momento

. Un dirigible que estd volando a 800 m de altura, distingue un pueblo con un dngulo de depresion
de 12. ; A qué distancia del pueblo se halla?

. Hallar el radio de una circunferencia sabiendo que una cuerda de 24,6 m tiene como arco corres-
pondiente uno de 70

. Lalongitud del lado de un octégono regular es 12 m. Hallar los radios de la circunferencia inscrita
y circunscrita.

. Sabiendo que cos(a) = % ,y que 270 < o < 360. Calcular las restantes razones trigonométricas
del angulo o

. Sabiendo que zan(a) = 2,y que 180 < a < 270. Calcular las restantes razones trigonométricas
del angulo «.

. Calcula la altura de un arbol, sabiendo que desde un punto del terreno se observa su copa bajo un
angulo de 30 y si nos acercamos 10 m, bajo un dngulo de 60

. Calcular la altura de la torre de refrigeracion de una central nuclear si se sabe que su sombra mide
271 metros cuando los rayos solares forman un angulo de 30.
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11.

12.

13.

14.

Figura 13.26: Calcular la altura de la torre de refrigeracién de una central nuclear

Judn y Pedro ven desde las puertas de sus casa una torre, bajo dngulos de 45 y 60. La distancia
entre sus casas es de 126 m y la torre estd situada entre sus casas. Calcular la altura de la torre.
Sara y Manolo quieren saber a que? distancia se encuentra un castillo que estd en la orilla opuesta
de un rio. Se colocan a 100 metros de distancia el uno del otro y consideran el triangulo en cuyos
vértices estan cada uno de los dos, y el castillo. El dngulo correspondiente al vértice en el que
estd Sara es de 25 y el angulo del vértice en el que estd Manolo es de 140. ; A qué distancia se
encuentra Sara del castillo? ; Y Manolo?. Ver figura 13.27

Figura 13.27: ; A qué distancia se encuentra Sara del castillo? ; Y Manolo?

Un parque de béisbol (tambien llamado diamante) tiene cuatro bases que forman un cuadrado y
estdn a 90 pies una de la otra; el monticulo del lanzador se halla a 50 pies del plato. Calcular la
distancia del monticulo del lanzador a cada uno de las otras tres bases. Recuerde realizar el grafico
que representa esta situacion.

Un stibmarino utiliza un sonar para determinar que un barco esta a cuatro millas al este y que viaja
a 10 mi/h con direccién noreste 62°. Si el stibmarino viaja a 18 mi/h,. ;En qué direccién debe
deplazarse para interceptar al barco?, ;En qué tiempo lo interceptard?. Recuerde realizar el grafico
que representa esta situacion.

De acuerdo a la figura 13.28, un telesférico transporta pasajeros desde el punto A que estd a 1,2
millas del punto B, que se halla en la base de la montafia, hasta un punto P en la cima de la misma.
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Los dngulos de elevacion de P desde A y B son 21° y 65° respectivamente.
a) Calcular la distancia entre A y P.
b) Calcular la altura de la montafia.

1.2 mi——

Figura 13.28: Ejercicio 14

15. Determinar el perimetro del triangulo AOB, si el didmetro de la circunferencia es 36 cm, O es el
centro y dngulo B es igual a 35°. (Ver figura 13.29)

B

Figura 13.29: Ejercicio 15

16. Un sélido rectangular tiene lados como se indica en la figura 13.30. Encontrar el perimetro del
tridngulo punteado ABC.

Figura 13.30: Ejercicio 16

17. Se denomina sector circular a la porcion del plano delimitada por un arco de circunferencia y dos
de sus radios. Otros métodos para definirlo seria: porcion de circulo delimitada por dos de sus
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radios o por un dngulo central al mismo. El drea de un sector circular estd dada por las siguientes

férmulas equivalentes:
A - rL 0

2
Donde r es el radio L es la longitud del arco 6 es el angulo central

Figura 13.31: Sector circular

Si el radio del circulo es de 12 pulgadas y el drea sombreada es de 487, cual es la medida del
angulo interior del sector KOW.

Figura 13.32: Ejercicio 17

Los sismélogos investigan la estructura del interior de la tierra analizando las ondas sismicas
ocasionadas por los terremotos. Si se supone que el interior del globo terrdqueo es homogéneo,
entonces estas ondas viajaran en linea recta a una velocidad cosntante v. En la figura se exhibe
una seccién transversal del planeta, con el epicentro en £ y un observador en S. Utilizar la ley del
coseno para hallar el tiempo ¢ para que una onda viaje por el interior de la tierra de E a S. Tenga

0
en cuenta que 2sin’ 5 )= 1 —cos(8).
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Figura 13.33: Ejercicio 18

19. Una caja rectangular tiene dimensiones de 10”7 x 5” x 4”. Calcula el angulo 6 formado por una
diagonal de la base de 10” x 5” y una diagonal del lado de 5" x 4”.

20. Un helicéptero vuela a una altitud de 1500 pies sobre la cima de una montafia que mide 6200 pies,
como se indica en la figura 13.34. Desde lo alto de esta montafia y desde el helicoptero se ve una
segunda montafa, mas elevada que la primera. Desde el helicoptero, el angulo de depresion es de
51°, y desde la cima de la primera montafia, el dngulo de elevacién es de 21°

a) Calcula la distancia de pico a pico.
b) Calcula la altitud de la montafia més alta.

Figura 13.34: Ejercicio 20
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